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Abstrakt
Diplomová práce se zabývá rozborem moºných losockých výklad·
Gödelových v¥t o neúplnosti aritmetiky a jejich interpretacemi v r·z-
ných odv¥tvích losoe (fenomenologie, analytická losoe mysli, Kan-
tova losoe). ást práce je také v¥nována p°ístup·m k matematickým
disciplínám a jejich prom¥nám vlivem p°elomových objev·, jako jsou
neeukleidovské geometrie a v¥ty o neúplnosti. Zárove¬ je zhodnocen
vztah mezi druhou Gödelovou v¥tou o neúplnosti, Gentzenovým d·-
kazem bezespornosti Peanovy aritmetiky a Hilbertovým programem.
Klí£ová slova: Gödelovy v¥ty, neúplnost aritmetiky, Hilbert·v pro-
gram, neeukleidovské geometrie, fenomenologie, analytická losoe
mysli, Kant
Abstract
The diploma thesis deals with possible philosophical analyses of Gö-
del's incompleteness theorems and their interpretations in dierent
branches of philosophy (phenomenology, analytical philosophy of mind,
Kant's philosophy). Part of the thesis is dedicated to the attitudes
to mathematical disciplines and their fundamental transformations
caused by revolutionary discoveries such as Non-Euclidean geomet-
ries and incompletness theorems. The relationship between the second
Gödel's incompleteness theorem, Gentzen's consistency proof of Peano
arithmetic and Hilbert's programme is also discussed.
Key words: Gödel's theorems, incompleteness of arithmetic, Hilbert's
programme, Non-Euclidean geometries, phenomenology, analytical phi-
losophy of mind, Kant
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Tato práce se zabývá první a druhou Gödelovou v¥tou o neúplnosti aritme-
tiky. Jedná se o jedny z nejd·leºit¥j²ích výsledk· moderní logiky, které ne-
p°ekvapiv¥ vyvolalo mnohé ohlasy ve losoi a v dal²ích disciplínách, které
s logikou souvisí voln¥ji. Svou diplomovou práci zam¥°ím na losocký vý-
znam, interpretace a d·sledky, které z v¥t p°ímo £i nep°ímo vyplývají. První
Gödelova v¥ta bývá nazývána v¥tou o neúplnosti nebo také v¥tou o neaxio-
matizovatelnosti aritmetiky. Tato v¥ta ve zkratce tvrdí, ºe kaºdá bezesporná
formální teorie, v níº m·ºe být vyjád°eno ur£ité mnoºství aritmetiky, je neú-
plná; tedy ºe existují tvrzení v jazyce této teorie, která v této teorii nemohou
být dokázána ani vyvrácena. Podle druhé Gödelovy v¥ty nelze dokázat be-
zespornost Peanovy aritmetiky ani ºádné jiné dostate£n¥ silné bezesporné a
rekurzivn¥ axiomatizovatelné teorie v sob¥ samé.
Gödelovy v¥ty o neúplnosti jsou vnímány jako jeden z nejv¥t²ích mezník·
vývoje moderní logiky. Do té doby v²e nasv¥d£ovalo tomu, ºe pro kaºdé od-
v¥tví matematického my²lení lze najít mnoºinu axiom· a ke kaºdé pravdivé
formuli odpovídající d·kaz z p°íslu²né teorie. Gödel v²ak pomocí autorefe-
ren£ní formule dokázal, ºe ke kaºdé rekurzivní mnoºin¥ aritmetických formulí,
ze kterých nelze odvodit spor (tzv. formáln¥ bezesporná mnoºina formulí) a
z níº jsou formáln¥ dokazatelné v²echny axiomy Peanovy aritmetiky, existuje
pravdivá aritmetická formule, která není z této mnoºiny axiom· formáln¥
dokazatelná ani vyvratitelná.
První £ást práce bude v¥nována nastín¥ní intelektuální atmosféry doby,
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kdy Gödel ve°ejn¥ vyslovil v¥tu o neúplnosti. Pro ú£ely pochopení vztahu
Gödelových v¥t s losoí a dopadu, který v¥ty m¥ly, si dovolím ve stru£-
nosti prezentovat problematiku neeukleidovských geometrií. Jedná se podle
mého názoru o p°íhodnou ukázku odli²ných p°ístup· k tomu, jaká je povaha
matematiky, potaºmo logiky. K problematice r·zných druh· vnímání pro-
storu pat°í i Kantova losoe a klasikace druh· poznání, která, jak se poz-
d¥ji ukáºe, bude hrát významnou roli i v moºných p°ístupech ke Gödelovým
v¥tám. Dále se zam¥°ím na Hilbert·v program, jakoºto jeden z nejznám¥j-
²ích pokus· formalizovat matematiku, jehoº n¥které cíle byly zma°eny práv¥
Gödelovými v¥tami.
Práce se nebude zabývat formální stránkou v¥t (tj. detaily d·kazu aj.), ale
spí²e jejich neformálním obsahem. Ty uº ostatn¥ uvádí sám Gödel v úvodu
svého £lánku. Dnes se Gödelovy v¥ty obvykle dokazují v trochu upravené
podob¥, neº v jaké zazn¥ly p·vodn¥ od Gödela, n¥které dnes nej£ast¥ji se
vyskytující formulace zazní v této práci také.
Gödelovy v¥ty, jakoºto zásadní mezník ve vývoji moderní logiky, vyprovo-
kovaly mnoho diskuzí a dodnes inspirují k r·zným losockým interpretacím.
V této práci p°edstavím jedny z nejznám¥j²ích p°ístup· k d·sledk·m v¥t o
neúplnosti. P°ístup odmítající by´ sebemen²í losocký dopad Gödelových
v¥t bude zmín¥n jen krátce a bude vysv¥tleno, pro£ podle mého názoru není
takovýto p°ístup obhajitelný. Dále p°edstavím zp·sob, jakým interpretoval
v¥ty o neúplnosti sám Gödel, který se obrátil k fenomenologii. Asi nejproslu-
lej²í p°ístup ke Gödelovým v¥tám roz²í°ený i mezi laiky, je ten, ºe jsou d·ka-
zem nezachytitelnosti a nepopsatelnosti lidského my²lení formálními systémy.
Tento názor bude uveden v souvislosti s losoí mysli a úvahami o um¥lé
inteligenci. Kaºdý z uvedených p°ístup· bude okomentován a podloºen li-
teraturou, nebo´ se jedná o téma ²iroce diskutované v odborných i v¥decky
populárních publikacích.
Krom¥ t¥chto p°ístup· se pokusím je²t¥ navrhnout vlastní stanovisko,
které by nás m¥lo zavést hloub¥ji do d¥jin losoe, a aplikovat Kantovy
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epistemologické klasikace na Gödelovy v¥ty. V¥ty o neúplnosti, jako výrazný
p°evrat v d¥jinách logiky, mohou vyvolávat otázky, jak se dívat na v¥dy, ve
kterých k podobným p°evrat·m dochází. Kant ve své dob¥ p°i²el s návrhem
jak p°istupovat k matematickým disciplínám a já vidím v Gödelových v¥tách
podn¥t se k jeho p°ístupu vrátit.
V záv¥ru práce se pokusím (s pomocí nápad· jiných losof·) navrhnout
p°ístup, který by mohl up°esnit, nakolik lze Gödelovy v¥ty (a jiná matema-
tická / logická tvrzení) aplikovat mimo pole jejich p·vodní p·sobnosti a na
kolik je nutné je ponechat jako interní záleºitost logiky a matematiky.
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1. Postoj k logice a matematice
v dob¥ objevu Gödelových v¥t
Matematika a s ní související disciplíny bývá povaºována za £ist¥ apriorní
a rigorózní v¥du. Skute£nost, ºe její teorie a výsledky nejsou ohroºovány
empirickými objevy okolního sv¥ta, m·ºe pro mnohé p°edstavovat vzorový
p°íklad dokonalého poznání. Metody dokazování matematických tvrzení, jako
nap°. d·kazy sporem £i matematickou indukcí jsou pro mnohé racionalisty
nezpochybniteln¥ jasným p°íkladem správného logického uvaºování.
Na za£átku d·kazu v²ak musí stát n¥co, co samo dokázáno není  po-
sloupnost p°es pravidla p°ípustná v daném kalkulu / formálním systému
k záv¥ru za£íná axiomy. Jedná se o (obvykle) matematické intuice, o jejichº
pravdivosti se nedalo pochybovat a ze kterých lze dedukcí odvodit v²echny
teorémy ur£ité matematické teorie. V²echny teorémy systému, který chceme
axiomatizovat, musí být tedy moºné odvodit z výchozí skupiny axiom· podle
odvozovacích pravidel.
Nasnad¥ je otázka, podle jakého kritéria se ur£ilo, která tvrzení se stanou
axiomy. Od takové otázky uº není daleko k úvaze, zda existují taková tvrzení,
o jejichº pravdivosti je kaºdý £lov¥k stoprocentn¥ p°esv¥d£en, a´ uº jeho
p°esv¥d£ení pochází z empirického poznání, £i z £isté matematické intuice.
Jak napovídá i etymologický p·vod slova axióma, tedy to, co se uznává,
jednalo se jiº od po£átku o výroky, které jsou obecn¥ uznávány za platné. Jiº
od antiky sm¥°ovala snaha o co nejv¥t²í zp°esn¥ní k pouºívání axiomatických
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teorií, tedy stanovení nejzákladn¥j²ích pravd natolik ur£it¥ správných, ºe jich
nebylo t°eba (a ani moºno) dokazovat.
První známý systém axiom·, resp. postulát· stanovil Eukleidés ve staro-
v¥kém ecku pro geometrii. ty°i z p¥ti jeho postulát· (zhruba parafrázo-
váno: (1) existuje práv¥ jedna p°ímka mezi dv¥ma body, (2) úse£ku lze pro-
dlouºit a vznikne dal²í úse£ka, (3) lze nakreslit kruºnici s libovolným st°edem
a polom¥rem, (4) v²echny pravé úhly jsou si rovny) se skute£n¥ jeví natolik
intuitivní a samoz°ejmé, ºe nevznikala pot°eba je dokazovat. Pátý postulát
(Pokud p°ímka protíná dv¥ p°ímky tak, ºe s nimi tvo°í dva úhly, které jsou
dohromady men²í neº dva úhly pravé, pak se tyto dv¥ p°ímky prodlouºené do
nekone£na protnou na stejné stran¥, kde tvo°í dva úhly men²í neº dva pravé.)
v²ak býval uº od antiky povaºován spí²e za tvrzení, které je sice pravdivé,
ale ne natolik intuitivn¥, aby se dalo povaºovat za axiom. Na první pohled
sami vidíme, ºe tento postulát je, na rozdíl od £ty° p°edchozích, formulo-
ván komplikovan¥ji a nepopisuje ani tak fundamentální vlastnost základních
geometrických objekt·, spí²e je netriviálním tvrzením o nich.
Aº do p°elomu 19. a 20. století platily Euklidovy Základy za vzor in-
telektuální d·slednosti nejenom pro geometrii, ale pro celou matematiku,
zakládaly její postavení a vysokou prestiº. Sama geometrie byla dlouho pova-
ºována za v¥du, jeº dochází k poznatk·m zcela bezpe£n¥ (resp. nejbezpe£n¥ji
ze v²ech matematických disciplín).
Jedním z lidí, kte°í v rámci snahy o formalizaci za£ali zpochyb¬ovat i
rigoróznost Eukleidem provád¥ných d·kaz·, byl podle Zach (2003) n¥mecký
matematik David Hilbert. Ten se pokou²el o vylep²enou axiomatizaci v rámci
moderní matematiky a cht¥l jít dál v tendencích zp°es¬ování zapo£atých Fre-
gem v Grundgesetze a Russellem v Principia Mathematica a snaºil se zdo-
konalovat jejich systémy. Jak uvádí Jaroslav Peregrin v Peregrin (1998a), za
vzorový p°íklad axiomatizované teorie je od konce minulého století povaºo-
váno axiomatické zachycení nejelementárn¥j²í £ásti matematiky, aritmetiky
(tj. teorie p°irozených £ísel a jejich s£ítání a násobení) nazývané podle ital-
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ského logika a matematika Peanova aritmetika. Axiomy této aritmetiky se
týkají základních pravidel s£ítání a násobení. Stejn¥ jako Eukleidovy postu-
láty i tyto axiomy byly obecn¥ p°ijaty jako rozumné a nejspí²e vy£erpávající
vyjád°ení princip· aritmetiky.
Jak jsme jiº nazna£ili, je²t¥ p°ed Hilbertem p°inesl velký posun ve snahách
o v¥t²í míru exaktnosti Gottlob Frege. V druhé polovin¥ 19. století se zabýval
otázkou, jaká je hranice mezi matematikou a logikou a vytvo°il mocné d·-
kazové nástroje. Jeho systém v podstat¥ odstartoval moderní logiku. Jedním
z jejích nejv¥t²ích p°ínos· byl pokrok ve studiu vyplývání a dokazování zp·so-
bený vyjád°ením studovaných teorií tak, jak si to Frege p°ál, totiº v n¥jakém
p°esn¥ vymezeném formálním jazyce, který bude opro²t¥n od v²eho toho, co
není podstatné z hlediska odvozování Peregrin (1998a). Freg·v systém má
mnoho spole£ného s naivní teorií mnoºin.1
Bertnard Russel se pak vytvo°ením nového systému, tzv. teorie typ· v díle
nazvaném Principia Mathematica, snaºil vyhnout paradoxu ve Fregov¥ logice
zap°í£in¥nému autoreferencí. Práv¥ v Russelov¥ systému (který budeme zna-
£it PM) Gödel vyslovil své v¥ty, které, jak pozd¥ji uvidíme, zma°ily z velké
£ásti Hilbert·v plán formalizovat matematické disciplíny. Hilbert byl p°e-
sv¥d£en, ºe otázku po pravdivosti nebo platnosti v podstat¥ libovolného ma-
tematického tvrzení z jakékoli matematické disciplíny bude nakonec v rámci
zp°es¬ování matematiky moºné redukovat na otázku po jeho dokazatelnosti
z n¥jaké vhodn¥ zvolené mnoºiny axiom·. P°itom poukázal na skute£nost,
ºe poté, co jsme v¥ty p°irozeného jazyka p°eformulovali do výrok· v p°esn¥
denovaném formálním jazyce, m·ºeme i na teorie (tj. mnoºiny axiom·) a
teorémy pohlédnout jako na matematické objekty a odvozování a dokazování
nahlédnout jako matematický vztah studovatelný (elementárními) matema-
1Freg·v logický kalkulus v Begrischriftu byl predikátový v tom p·vodním slova
smyslu; £áste£n¥ mnoºinové pojetí (p°i£emº Frege ale povaºoval mnoºiny za rozsahy
pojm·) je aplikováno v Grundgesetze der Arithmetik, tam jde ale o výstavbu aritme-
tiky na £ist¥ logických pojmech (logicismus)  v systému Grundgesetze objevil Russell
spor.
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tickými metodami Peregrin (1998a). V d·sledku to znamená, ºe se otázka
dokazatelnosti (a tím pádem i pravdivosti) libovolného tvrzení p°evede na
otázku ur£itého vztahu mezi matematickými objekty (axiomy a tvrzeními).
Pro tyto snahy Hilberta a jeho následovník· se vºilo pojmenování Hilber-
t·v program. Ur£itou dobu se zdálo, ºe matematika skute£n¥ sp¥la k jeho
napln¥ní.
Gödelovy v¥ty jakoºto významný milník a zvrat v tomto vývoji dnes
obvykle dokazujeme v predikátové logice prvního °ádu. Podoba, v jaké tuto
logiku známe dnes, se do zna£ené míry zakládá práv¥ na Fregov¥ i Russellov¥
systému, ale také se od nich v mnohém li²í. Je tedy pot°eba mít na pam¥ti,
ºe Hilbertovy snahy o formalismus i Gödelovy výsledky se dnes formulují
obvykle v trochu jiném rámci, totiº v prvo°ádové predikátové logice, neº
v jakém je formulovali jejich auto°i  v systému Principia Mathematica.
1.1 Vztah matematiky a smyslového vnímání
M·ºeme se ptát, podle jakých kritérií byla ur£itá tvrzení prohlá²ena za axi-
omy matematických disciplín a podle jakých kritérií byla k t¥mto tvrzením
vybrána pravidla odvození. Jak moc byla taková pravidla ovlivn¥ná subjek-
tivními £initeli (p°ístupem, p°edsudky, p°íli²nou snahou o zobecn¥ní) t¥ch,
kte°í je stanovovali, a nakolik jsou pravidla £i axiomy odrazem n¥£eho xního,
nezávislého na prom¥nlivých okolnostech.
S tím souvisí otázka, zda matematické teorie vychází £ist¥ z na²ich v pod-
stat¥ arbitrárních konvencí (k takovému stanovisku sm¥°oval nap°. Hilbert·v
formalismus) nebo zda je jejich podoba n¥jakým hlub²ím zp·sobem nutná,
a´ uº proto, ºe by matematické objekty m¥ly svou objektivní realitu (coº by
byla n¥jaká forma platonismu), nebo proto, ºe odráºejí formy na²eho vnímání
(jak si myslel Kant a jeho následovníci). K takovéto otázce pat°í i úvaha nad
tím, jak lidé získávají své poznání, zda existuje poznání jen jednoho druhu a
pokud ne, jakým zp·sobem lze poznání rozd¥lit.
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Jedno z nejznám¥j²ích d¥lení na druhy poznání je poznání a priori (po-
znání, které £lov¥k m·ºe mít nezávisle na zku²enosti, nap°. n¥která matema-
tická tvrzení  t°eba výrok typu a+a=2a, protoºe vychází z pouhé reexe)
a poznání a posteriori (poznatek aº na základ¥ zku²enosti, nap°. výrok typu
£erstv¥ napadaný sníh je bílý).
Dal²ím d·leºitým d¥lením je d¥lení na soudy syntetické a analytické. Soud
syntetický je typ výroku, který vypovídá o podm¥tu n¥co nového, roz²i°uje
tedy poznání (nap°. papír se vyrábí ze d°eva). Protikladem k tomuto soudu je
soud analytický, které vyplývá z vlastnosti objektu (nap°. gro²ák je strakatý
k·¬).
U n¥kterých poznatk· m·ºe být obtíºné rozhodnout, do kterých z uve-
dených kategorií je za°adit (zda jsou tedy soudy, které je vyjad°ují, za prvé
apriorní, nebo aposteriorní a za druhé analytické nebo syntetické). Disciplína,
která se zabývá druhy poznání, u nichº je mén¥ jasné, jaký druh poznání jim
p°i°adit, je nap°íklad geometrie. Nelze ji povaºovat za v¥du aposteriorní, pro-
toºe jinak bychom si nemohli být jejími výsledky jisti tak, jak ve skute£nosti
jsme. Ani ji v²ak nem·ºeme ozna£it za v¥du analytickou, protoºe by nám
nemohla °íkat nic nového a nebyla by pak aplikovatelná na reálný prostor.2
Immanuel Kant si uv¥domoval ob¥ tyto skute£nosti, a ne°adil tím pádem geo-
metrii ani do jedné z kategorií. Podobn¥ se Kant díval i na aritmetiku, kterou
vedle geometrie povaºoval za druhou základní matematickou disciplínu. Tak,
jako geometrie souvisí s prostorem, souvisí podle n¥j aritmetika s £asem a
nem·ºe být ani aposteriorní ani analytická. Celé matematice tedy vymezil
novou zvlá²tní sféru  syntetickou a priori.
Zam¥°me se nyní na Kantovo chápání geometrie (a obecn¥ matematiky)
a následný prudký vývoj této disciplíny trochu podrobn¥ji. Tento vývoj, jak
pozd¥ji uvidíme, byl d·leºitý pro vznik Hilbertova programu a Kant pro nás
bude i pozd¥ji d·leºitým autorem, do jehoº my²lenkového rámce se pokusíme
význam Gödelových v¥t zasadit. V následující sekci se budeme v¥novat spí²e
2Arazim (2013)
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Kantov¥ losoi, geometrii a prostoru, ov²em je t°eba nezapomínat, ºe mnohé
z toho, co °ekneme, platí i o aritmetice a o £ase. Podorobn¥ji se ale aritmetice
budeme v¥novat aº pozd¥ji.
1.1.1 Vývoj geometrie a náhled· na ni
Podle Kanta prostor (a také £as) sice závisí na nás, ale není námi vymy²len.
Nem·ºeme si jej vybrat, v²echno kolem nás vidíme uspo°ádáno do jedné
prostorové formy, která je vlastní na²í lidské p°irozenosti. Neº se rozhlédneme
kolem nás, patrn¥ nevíme, jaké p°edm¥ty uvidíme, ale víme, ºe je uvidíme
v prostoru. Bez prostoru bychom ani ºádné p°edm¥ty, které ho vypl¬ují,
nemohli vid¥t. A práv¥ prostor (a £as) je na²e £istá neboli apriorní forma
názoru. Dá se tedy °íci, ºe geometrie je nauka o prostoru, o této apriorní form¥
názoru. Tím, ºe prostor je pro nás jen jediný a jednozna£ný, m·ºe geometrie
docházet k jistým poznatk·m, bez toho, aby byly její výsledky rozporovány
zku²enostmi. Kant se tedy ve své dob¥ domníval, ºe eukleidovská geometrie
v£etn¥ v²ech svých základ· je správná. Geometrii povaºuje za n¥co, co musí
zku²enosti epistemologicky p°edcházet, a nikoli jí být teprve potvrzováno
nebo vyvraceno.
I skute£nost, ºe bychom na²li dv¥ rovnob¥ºky, které by se, by´ t°eba
po dlouhé dráze protnuly, nebo trojúhelník s jiným sou£tem vnit°ních úhl·
neº sto osmdesát stup¬·, by Kant·v postoj k eukleidovské geometrii nemu-
sela zm¥nit. Protoºe nap°. o zmín¥ných rovnob¥ºkách lze tvrdit, ºe nejdou
opravdu po p°ímce, ale jsou (sotva znateln¥) zahnuté. A´ uº vidíme geome-
trické útvary jakkoli, empirická zku²enost nem·ºe vyvracet geometrii, nebo´
geometrii nelze empiricky testovat.
Kantovo pojetí geometrie a prostoru samotného uvádím proto, ºe poz-
d¥j²í vývoj tzv. neeukleidovských geometrií jeho nahlíºení zna£n¥ zpochybnil.
Abychom pochopili pro£, vysv¥tleme si nejprve, co neeukleidovské geometrie
jsou a z £eho vznikly.
Jak uº název napovídá, neeukleidovské geometrie jsou zaloºené na od-
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mítnutí £ásti Euklidových základ·. Vzhledem ke zmi¬ované neintuitivnosti
pátého postulátu a jeho komplikovanému zn¥ní není p°ekvapivé, ºe to byl
práv¥ tento postulát (p°ezdíván postulát rovnob¥ºnosti), o jehoº za°azení
mezi axiomy (a pozd¥ji i o jehoº správnosti) se pochybovalo. Jeho zn¥ní uº
známe, vyslovme si nyní jeho ekvivalentní jednodu²²í formulaci: k danému
bodu a p°ímce lze sestrojit práv¥ jednu rovnob¥ºku, která prochází daným
bodem.
Jiº od antiky se matematici snaºili dokázat, ºe tento pátý postulát je
d·sledkem prvních £ty°. asto v²ak dokázali jen najít ekvivalentní tvrzení,
mimo jiné i známé pravidlo, ºe sou£et vnit°ních úhl· v trojúhelníku je p°esn¥
180◦. Výrazný posun umoºnil Girolamo Saccheri, který se rozhodl zkusit do-
kázat pátý postulát sporem. Budoval systém geometrie, ve kterém by tento
postulát neplatil. V takovém systému by m¥lo být moºné, aby se neprotnuly
dv¥ p°ímky, jeº spolu svírají men²í úhel neº dv¥ rovnob¥ºky (v eukleidov-
ském slova smyslu). Petr Vop¥nka ve svých Rozpravách s geometrií (Vop¥nka
(1995)) hovo°í o jeho postupu jako o budování sv¥ta odsouzeného k zániku.
K zániku, tedy k objevení sporu v takto konstruovaném systému, v²ak nedo-
²lo ani za Saccheriho ani za jeho následovník·.
Neeuklidovské geometrie byly dlouho povaºovány za moºná bezesporné
a snad i v n¥£em zajímavé matematické teorie, av²ak za takové, které v²ak
nebylo moºné chápat jakoºto nauku o prostoru. I p°es dal²í výrazný rozvoj
t¥chto teorií, který p°iná²eli n¥kte°í vynikající matematici jako Gauss nebo
Loba£evskij, se stále nezdálo, ºe by podobné výzkumy popisovaly prostor, a
tudíº jim nebyla mezi ²ir²í odbornou ve°ejností v¥nována opravdová pozor-
nost (Coa (1994)). Tato situace se za£ala m¥nit kolem poloviny devatenác-
tého století, kdy italský matematik Eugenio Beltrami ukázal, ºe neeuklidov-
ské geometrie lze p°ece jenom pojmout jako disciplíny pojednávající o pro-
storu. Beltrami sv·j objev p·vodn¥ zamý²lel jako obranu euklidovského sys-
tému, nakonec v²ak zp·sobil, ºe se jeho alternativy prosadily jako uznávané
matematické teorie. Ukázal, ºe neeuklidovské geometrie mají své modely,
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které doopravdy popisují n¥co z názorné reality. Ve skute£nosti si m·ºeme
p°edstavit p°ímky (nikoli v b¥ºném slova smyslu), jeº jsou rovnob¥ºné
(ve smyslu ºe se k sob¥ p°ibliºují nejmén¥, jak je to moºné, coº by v p°í-
pad¥ eukleidovské geometrii znamenalo, ºe se nep°ibliºují v·bec), ale p°esto
se protnou. Jde o nejkrat²í vzdálenosti dvou bod· na povrchu koule, tedy o
geodetické £áry jdoucí po tomto povrchu. Geometrii, jejíº plocha odpovídá
povrchu koule, se °íká eliptická. Kaºdé dv¥ p°ímky v eliptické geometrii jsou
kone£né a protínají se dokonce dvakrát. Dále lze také ukázat, ºe sou£et vnit°-
ních úhl· kteréhokoli trojúhelníku je v¥t²í neº dva pravé. Délka p°ímek, stejn¥
jako odchylka sou£tu vnit°ních úhl· trojúhelníka od dvou pravých záleºí na
velikosti koule, na jejímº povrchu d¥láme geometrii.
Lze také uvaºovat jinou alternativní geometrii, v níº k dané p°ímce a
bodu mimo ni lze vést nekone£n¥ mnoho r·zných p°ímek, které se s ní nikdy
neprotnou. Z ur£itého hlediska by dávalo smysl °íkat jim rovnob¥ºky (pro-
toºe nemají ºádný spole£ný bod), ale pozorovatel neobeznámený s neeuklei-
dovskými geometriemi by se pravd¥podobn¥ zdráhal je tak nazvat, protoºe
vypadají, ºe nemají stejný sm¥r, a tím pádem se k sob¥ p°ibliºují nebo se od
sebe oddalují.3 Mluvíme o geodetických £árách na plo²e zak°ivené do tvaru
sedla. Takto zak°ivenou plochu, stejn¥ jako p°ímky na ní, lze prodluºovat
do nekone£na. Tuto geometrii nazýváme hyperbolickou. Kaºdý trojúhelník
v této geometrii má sou£et vnit°ních úhl· men²í neº sto osmdesát stup¬· a
k libovolné p°ímce existuje nekone£né mnoºství p°ímek, s nimiº se neprotíná,
p°ímky ani nemají tím pádem spole£nou kolmici. ím více je p°itom plocha,
o níº pojednáváme, zak°ivená, o to více se její vlastnosti odchylují od eukli-
dovské geometrie, takºe sou£et vnit°ních úhl· v trojúhelníku je o to men²í,
a o to ost°ej²í úhel spolu mohou svírat dv¥ p°ímky, aniº se protnou.4
3Pojem rovnob¥ºnosti je tak pro nás najednou nedour£ený a nakonec lze °íci, ºe
práv¥ skute£nost, ºe matematika dostává volnost v jeho ur£ení, zp·sobuje vznik r·zných
geometrií.
4Ob¥ alternativní geometrie mají s tou euklidovskou jednu podstatnou vlastnost spo-
le£nou. Totiº tu, ºe po dané plo²e m·ºeme pohybovat nap°. trojúhelníkem, aniº by se
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Beltramiho modely pozd¥ji vedly k ur£itému osamostatn¥ní neeuklidov-
ských geometrií a ke vzniku pluralismu. Toho £asu se vedly debaty mezi za-
stánci relativistického pojetí geometrie a pojetí více konzervativního (podle
Kantova vzoru). Uve¤me si pro zajímavost polemiku mezi Poincarém a Rus-
sellem. Podle Poincarého spor o to, zda je lep²í euklidovská, hyperbolická
nebo eliptická geometrie v podstat¥ nedává smysl, protoºe v²echny mohou
fungovat stejn¥ dob°e a jsou navzájem nahraditelné. Kdyº se nap°. t°i zmí-
n¥né geometrie neshodují v otázce po sou£tu vnit°ních úhl· trojúhelníka,
je to neshoda pouze zdánlivá, protoºe kaºdá z t¥chto teorií ozna£uje slovem
trojúhelník n¥co jiného. Rozhodování se mezi r·znými geometriemi není tedy
nic jiného neº rozhodování se mezi r·znými pojmenováními ur£itých geomet-
rických objekt·. Je na na²í v·li, se kterou geometrií budeme pracovat. Kaºdá
se m·ºe v ur£ité situaci prokázat jako pouºiteln¥j²í, ale nikoli jako pravdiv¥j²í
Shapiro (1996).5
Russell namítal, ºe podle takového relativizujícího pojetí to m·ºe vypa-
dat, ºe si geometrie sv¥t vymý²lí, p°itom by jej m¥la popisovat. Nakonec ale
v podstat¥ Poincarému ustoupil a uznal vývoj alternativních geometrií jako
legitimní, by´ m¥l stále za to, ºe losoe by m¥la hledat zp·soby, jak situaci
lépe uchopit.
Dal²í významn¥j²í polemikou byla ta mezi Gottlobem Fregem a Davidem
Hilbertem. Oba byli klí£ovými postavami moderní logiky a m¥li mnoho spo-
le£ného v tom, £eho dosáhli ve výstavb¥ formálních axiomatických systém·.
Hilbert velmi pe£liv¥ pracoval s Euklidovými Základy a snaºil se v jeho d·-
kazech opravit nedostatky, jeº na nich matematici postupn¥ shledávali, tedy
p°edev²ím dopl¬ování krok·, jeº Eukleidés povaºoval za z°ejmé, ale z hle-
zm¥nil, takºe délky jeho stran i velikost jeho vnit°ních úhl· z·stávají stejné
5Nap°. Poincaré si myslel, ºe a£koli se nedá °íct, ºe jedna geometrie je pravdiv¥j²í, euk-
leidovská geometrie bude více pouºívána, protoºe je jednodu²²í a tudíº snáze aplikovatelná
ve fyzice. Tento p°edpoklad nazývá Susan Haack Poincaré Fallacy (Haack (1974)), nebo´
se ve 20. století ukázalo (díky Einsteinovi), ºe celkov¥ bude jednodu²²í fyzika se sloºit¥j²í
geometrií
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diska nov¥ se vyvíjející logiky byly nezbytné. Frege také zpev¬oval základy
matematiky, ale jeho p°ístup byl v mnohém jiný neº ten Hilbert·v  na rozdíl
od n¥j byl stále (i p°es dobový revolu£ní vývoj) p°esv¥d£en, ºe matematika
pojednává o konkrétních p°edm¥tech, resp. m¥l za to, ºe pojednává o ur£ité
konkrétní sfé°e objekt·, jako jsou p°irozená £ísla, trojúhelníky apod. Jejich
spor byl zap°í£in¥n p°edev²ím odli²ným nahlíºením na axiomy. Podle Hilberta
axiomy denují n¥jaký matematický diskurs, takºe samy o sob¥ nemohou být
de facto ani pravdivé, ani nepravdivé. P°itom n¥jaká sada axiom· je p°ija-
telná, pokud je bezesporná. Dal²í podmínky nepoºadoval. Frege namítá, ºe
podle takového pojetí pak geometrie m·ºe mluvit o libovolném souboru v¥cí,
které (resp. jejich vztahy) spl¬ují podmínky stanovené axiomy. Axiomy tedy
mohou pojednávat nap°. o bodu stejn¥ dob°e jako o Fregových kapesních
hodinkách.
V polemice mezi Fregem a Hilbertem o geometriích ²lo nakonec spí²e o
kladení p°íli²ného d·razu na protikladné aspekty plurality geometrií, jak po-
znamenává J. Peregrin ve svém £lánku The Natural and The Formal (Peregrin
(2000)):
From this point of view, the FregeHilbert controversy may
appear more a misunderstanding than a real disagreement.
This, of course, is not to say that there are no substantial
dierences between the views of the two theoreticians; it is
to suggest that some of the dierences may be less deep than
generally supposed. (Peregrin (2000))
Objev neeukleidovských geometrií se zdá zpochyb¬ovat Kantovo nahlíºení
na geometrii jako na popis na²eho prostoru. Kant·v pohled na geometrii
funguje v p°ípad¥ existence jedné jediné správné geometrie, která by dokonale
vyjad°ovala na²e vnímání sv¥ta. Existence více geometrií, které vyjad°ují
na²e vid¥ní prostoru, m·ºe být v rozporu s Kantovým názorem na geometrii
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a v d·sledku zpochybnit i za°azení matematických disciplín mezi syntetické
apriori. Nebo´ z toho, ºe si libovoln¥ zvolíme jednu z geometrií a ptáme se,
co vyplývá z jejích (námi zvolených) axiom·, se zdá, ºe geometrie je spí²e
v¥da analytická.
P°esto v²ak lze uº zmín¥ný Beltramiho objev povaºovat do ur£ité míry
za podporu Kantova vnímání geometrie jakoºto správného nástroje pro po-
pis prostoru. Vyplývá z n¥j totiº, ºe neeuklidovské geometrie mohou mluvit
o prostoru pouze natolik, nakolik to dovede geometrie euklidovská. Kaºdá
geometrie, která si nárokuje mluvit legitimn¥ o prostoru, musí být tímto
zp·sobem p°eveditelná na euklidovskou. P°esto nelze °íci, která geometrie je
základn¥j²í. Prostor si m·ºeme stejn¥ dob°e p°edstavovat v geometrii euklei-
dovské i v neeukleidovské. Ve v²ech p°ípadech jde totiº nakonec jen o to, co
nazveme rovným a co zak°iveným. To, co je v eukleidovské geometrii rovné
(nap°. p°ímka), je nap°. v hyperbolické geometrii k°ivé a naopak.6
Podle Kanta nás £istý názor p°esv¥d£uje o tom, ºe pravdivá geometrie je
pouze ta euklidovská (i kdyº konsistentních geometrií m·ºe být více). Nyní se
v²ak ukázalo, ºe nové  neeukleidovské  geometrie mohou popisovat prostor,
ve kterém se rovnob¥ºky mohou protnout a sou£et úhl· v trojúhelníku se
nerovná 180◦. Zjevn¥ si tedy nejsme jisti, zda sou£et úhl· v trojúhelníku
je 180◦, a geometrie pro nás tím pádem p°estává znamenat samoz°ejmou a
rigorózní v¥du.
Máme nyní dv¥ moºnosti, jak p°istoupit k takovému problému a k povaze
geometrických tvrzení  povaºovat je za hypotézy, které lze zkoumat také
empiricky, jak o tom mluví nap°. Hillary Putnam (Putnam (1960)) nebo
6M·ºeme si p°ipomenout Kripkeho pojednání o podivné operaci p°ipomínající s£ítání
('pas£ítání'), jeº se se s£ítáním shoduje pro v²echna malá £ísla, ale li²í se od n¥j pro
£ísla velká  pasou£et dvou £ísel, z nichº je alespo¬ jedno v¥t²í neº nap°. sto milión·, je
o jedni£ku v¥t²í neº standartní sou£et (Peregrin (2011)). Jak nyní víme, ºe sou£ty, které
b¥ºn¥ provádíme (p°edpokládejme, ºe b¥ºn¥ po£ítáme s £ísly ne v¥t²ími neº sto milion·)
jsou opravdu sou£ty, nikoli pasou£ty? Z hlediska b¥ºného s£ítání je pas£ítání posunuté ,
ale z hlediska pas£ítání je posunuté naopak s£ítání.
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Hermann van Helmhotz, nebo, po zp·sobu Hilberta, povaºovat geometrii
(p°ípadn¥ i kaºdou jinou matematickou disciplínu) za analytickou disciplínu,
která vznikne pouze tím, ºe na za£átku správn¥ (=bezesporn¥) zadáme axi-
omy a pravidla a tím vybudujeme celou teorii.7 Tím de facto ur£íme, co je
v dané matematické disciplín¥ pravdivé a co ne.
Podle mého názoru je dobré mít na pam¥ti, ºe alternativní systémy mají
po°ád mnoho spole£ného a snad práv¥ proto lze vid¥t to, co mají spole£né,
jako jejich hlub²í základ (neredukovatelný na empirickou zku²enost a m¥°ení).
Ten si ani nem·ºeme zvolit, pat°í k na²emu nazírání na sv¥t. Nelze p°esn¥
stanovit, jaké systémy geometrie popisují to, jak vidíme sv¥t. Vývoj nejen
matematiky spo£ívá moºná práv¥ v tom, ºe to, co bylo d°íve povaºováno za
p°irozené a nutné, se ukáºe jako n¥co zdaleka ne tak samoz°ejmého. Spí²e lze
o£ekávat, ºe to, co povaºujeme za p°irozené, je do ur£ité míry ovlivn¥no také
tím, s pomocí jakých formálních systém· poznáváme sv¥t.
D·leºitý Kant·v p°ínos v této oblasti spo£ívá p°edev²ím v tom, ºe poskytl
rámec, v n¥mº m·ºeme rozli²ovat teze a má smysl polemizovat, zda geometrie
je syntetická apriori, empirická, nebo analytická. Nap°. Frege, který si o geo-
metrii nemyslel, ºe je analytická, zkusil ve svém programu zvaném logicismus
naopak prokázat analyti£nost aritmetiky. Hilbert na to navázal svým poku-
sem prokázat analyti£nost celé matematiky. Jeho formalistický program by
bez Kantova rozli²ení druh· poznání t¥ºko mohl vzniknout v podob¥, v jaké
jej známe dnes.
1.2 Hilbert·v program
Etablování neeukleidovských geometrií bylo d·leºitou sou£ástí celkového vý-
voje matematiky, který vedl k otázkám po povaze východisek matematických
teorií a obecn¥ matematických poznatk·. V d·sledku pochybností o správ-
7O Helmhotzových názorech si m·ºeme více p°e£íst v Arazim (2013).
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nosti stanovení toho, o co se p°i odvozování opíráme jako o první jistotu,
vznikaly tendence zp°es¬ovat a formalizovat matematiku. Hilbert po formál-
ním axiomatickém systému nepoºaduje co nejp°esn¥j²í popis reality (jakkoli
to m·ºe zvý²it uºite£nost a uplatnitelnost systému), ale klade v¥t²í nároky na
pr·kaznost bezespornosti dané sady axiom·.8 Tento sm¥r, formalismus, bývá
také ozna£ován po jednom ze svých nejvýznamn¥j²ích prosazovatel·, Davidu
Hilbertovi, jako Hilbert·v program. Hilbert chápe axiomy jako nástroje pro
co nejp°esn¥j²í vymezení pojm· dané matematické disciplíny. Ve svém do-
pise Fregovi z roku 18999 pí²e, ºe: Pojem m·ºe být logicky zachycen pouze
prost°ednictvím vztahu k jiným pojm·m. Tyto relace, formulované v jasných
výrocích, nazývám axiomy a dodávám, ºe axiomy jsou denice pojm· a ºe
k tomu, aby k nim takto p°istupoval, byl dotla£en poºadavkem p°ísnosti
v logickém odvozování a v logickém budování teorií.
Podle Hilberta sice kaºdá v¥da vychází z n¥jakého celku fakt·, které se
snaºí vystihovat, ale tuto v¥du pojímanou uº jako systém stanovených axi-
om· m·ºeme nakonec hodnotit jen na základ¥ formalistických kritérií. Tato
kritéria, nezbytná pro axiomatický systém, jsou úplnost, nezávislost a beze-
spornost, jak °íká na své p°edná²ce o základech geometrie z roku 1902:
Every science takes its starting point from a suciently co-
herent body of facts as given. It takes form, however, only by
organizing this body of facts. This organization takes place
8Extrémní odklon od významu a potaºmo reality, a zárove¬ p°íli² málo poºadavk·
k vytvo°ení správného axiomatického systému (v podstat¥ jediný  konzistence) m·ºe v²ak
zap°í£init velkou libovolnost ve výb¥ru axiom·, coº vedlo k moºná trochu p°ehnaným, ale
v duchu Hilbertova programu nikoli zcela nesprávným interpretacím typu d¥lejme si,
co chceme, jen se nedopus´me rozporu . Podle t¥chto intepretací m¥l Hilbert·v program
sm¥°ovat aº k opro²t¥ní se od významu. Dodejme, ºe tyto interpretace jsou jen jedním
druhem názoru, ve skute£nosti tomu nebylo tak, ºe by Hilbert význam zcela pomíjel.
Postup, jak s ním zacházel, bude zmín¥n pozd¥ji.
9Jedná se o volný p°eklad úsek· z Hilbert (1899).
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through the axiomatic method, i.e., one constructs a logical
structure of concepts so that the relationships between the
concepts correspond to relationships between the facts to be
organized. There is arbitrariness in the construction of such
a structure of concepts; we, however, demand of it: 1) com-
pleteness, 2) independence, 3) consistency. Hilbert (2004)
Úplnost pro Hilberta podle v²eho znamená, ºe kaºdý výrok nebo jeho
negace by m¥l být odvoditelný kone£n¥ mnoha kroky. Nezávislostí Hilbert
nejspí²e myslí, ºe ºádný axiom není nadbyte£ný, tudíº ºe ºádný axiom není
dokazatelný z ostatních. V¥t²í d·raz klade Hilbert na bezespornost. Její smysl
je nám bezpochyby jasný (v systému nesmí být dokazatelné dva výroky,
z nichº jeden je negací druhého), av²ak to, co je nejasné, jsou prost°edky
k jejímu dokázání. V¥t²ina matematik· v té dob¥ povaºovala bezespornost
axiomatického systému za z°ejmou (pokud jsou axiomy pravdivé a odvozo-
vání zachovává pravdivost). Zatímco pro Frega pravdivost zaru£ovala beze-
spornost, pro Hilberta byla výchozí bezespornost, která teprve m¥la zajistit
legitimitu dané teorie, a tím cosi jako její (v Hilbertov¥ velmi omezeném
smyslu) pravdivost . A z toho d·vodu bylo podle Hilberta pot°eba beze-
spornost n¥jak doloºit, jak se m·ºeme do£íst v dopisu Hilberta Fregovi:
Pí²ete: '(...) z pravdy axiom· vyplývá, ºe si navzájem nepro-
ti°e£í.' Velmi m¥ zaujalo, ºe ve Va²em dopise £tu práv¥ tuto
v¥tu, nebo´ já sám, kdykoli o t¥chto v¥cech p°emý²lím, pí²i a
p°edná²ím, tvrdím práv¥ naopak: jestliºe si libovoln¥ stano-
vené axiomy vzájemn¥ neproti°e£í s úhrnem svých d·sledk·,
jsou pravdivé, p°edm¥ty t¥mito axiomy denované existují.
Toto je pro m¥ kritérium pravdy a existence.10
10Hilbert Fregovi, dopis XV/4, Nachgelassene Schriften und Wissenschaftlicher Brie-
fwechsel, p°eklad do £e²tiny je z Kolman (2002) str. 237
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S tím souvisí pro nás asi nejd·leºit¥j²í Hilbert·v poºadavek, kterým je
p°ímý (absolutní) d·kaz bezespornosti aritmetiky reálných £ísel, tedy d·kaz
bezespornosti dané teorie v ní samé (tedy d·kaz, který nemusí být vytvo-
°en v rámci jiné axiomatické teorie, jejíº konzistenci pouze p°edpokládáme
 takovým d·kaz·m °íkáme relativní). Hilbert tento problém p°edstavil na
pa°íºské konferenci, jeho komentá° k moºnému °e²ení (který vyznívá trochu
neur£it¥) lze najít v Ewald (1996): Jsem p°esv¥d£en, ºe musí být moºné na-
lézt p°ímý d·kaz kompatibility aritmetických axiom· pomocí pe£livého studia
a p°im¥°enými modikacemi známých metod usuzování v teorii iracionálních
£ísel.11
Krátce p°edtím, neº Hilbert zve°ejnil své (jak byl p°esv¥d£en, pouze pro-
zatím) relativní d·kazy bezespornosti, objevil Bertrand Russel sv·j známý
paradox (1902), který ukazuje, ºe Cantorova intuitivní teorie mnoºin (poz-
d¥ji nazývaná naivní teorií mnoºin) je vnit°n¥ sporná. V °e£i teorie mnoºin
vypadá Russell·v paradox takto: nech´ mnoºina S je mnoºina v²ech mno-
ºin, které nejsou svým vlastním prvkem. Takováto mnoºina je v naivní teorii
mnoºin dob°e denovaná. Pro libovolnou mnoºinuM by tedy m¥lo být moºné
rozhodnout, zda tato mnoºina M je, £i není prvkem mnoºiny S. Toto v²ak
nelze rozhodnout v p°ípad¥ samotné mnoºiny S. Ob¥ moºnosti totiº vedou
ke sporu s její denicí. (Pokud S není svým vlastním prvkem, m¥la by podle
denice do S pat°it; pokud v²ak S je svým vlastním prvkem, pak by podle
denice do S pat°it nem¥la.)
Tento paradox neznamenal jen spor uvnit° tzv. naivní teorie mnoºin, ale i
selhání Fregova systému, jenº m¥l s tehdej²í teorií mnoºin mnoho spole£ného.
Frege si d·sledky Russellova objevu uv¥domil. Pochopil, ºe se ot°ásla jeho
teze, ºe lze aritmetiku vybudovat na £ist¥ logických základech. V dodatku ke
druhému vydání své knihy Základní zákony aritmetiky12 p°ipsal:
11Volný p°eklad z Ewald (1996).
12Frege (2011)
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Co je zpochybn¥no, není m·j zp·sob budování aritmetiky,
ale to, zda je v·bec moºné dát aritmetice logické základy.
Selhání Fregova pokusu m·ºeme vnímat jako prokázání, ºe matematiku
nelze snadno formalizovat. P°esto se o její formalizaci Hilbert ve svém pro-
gramu pokusil. Ostatn¥ v dob¥ tolika p°evrat· a snah o zp°es¬ování není divu.
Russell·v a dal²í paradoxy poslední doby utvrdily Hilberta v p°esv¥d£ení, ºe
je t°eba více rigorózností ve ve²keré práci na stavb¥ základ· jakékoli v¥dy.
Kladl si za cíl formalizovat v²echny matematické teorie a pomocí nitních
metod dokázat bezespornost kaºdé teorie v rámci ní samé.
Podle Raatikainen (2005) p°esné body Hilbertova programu ani jeho pre-
ference nejsou zcela známé, resp. jednozna£né, av²ak práv¥ formalizace ma-
tematiky je snad nej£ast¥ji zmi¬ovaná preference programu. P°episy tvrzení
matematiky do formalizovaného jazyka a nalezení odvozovacích pravidel m¥ly
zajistit, aby d·kaz konkrétního tvrzení (jeho odvození z t¥chto axiom·) spo-
£íval v £ist¥ mechanické manipulaci se symboly formalizovaného jazyka. Dal-
²ími cíli programu jsou úplnost (v²echny matematické pravdy lze formáln¥
dokázat), konzistence a rozhodnutelnost formálního systému. V rámci ten-
dence zp°es¬ování matematiky se také za£íná rozli²ovat matematika reálná
(nitní) a matematika ideální (transnitní). Podle Hilberta by ideální mate-
matika m¥la být tzv. konzervativním roz²í°ením matematiky nitní.13
Pro shrnutí hlavních bod· Hilbertova programu (z nichº mnohé obsahují
více vý²e zmín¥ných cíl·) se m·ºeme op°ít o strukturu hesel vytvo°enou
Richardem Zachem v Zach (2003):
• konzistence
13Pro vysv¥tlení pojmu konzervativní roz²í°ení vyuºiji denici z Dostálová (2010):
Konzervativní v tom smyslu, ºe zjednodu²uje vyjad°ování o nitní (reálné) £ásti mate-
matiky, ale ve²kerá tvrzení nitní (reálné) matematiky zformulovaná £i odvozená pomocí





Poºadavek konzistence, resp. bezespornosti, byl zmín¥n jiº vý²e, kdyº
jsme p°edstavovali Hilbert·v názor na to, jaké nezbytné vlastnosti by m¥l
správný axiomatický systém mít. V p°ípad¥ Hilbertova programu se tím kon-
krétn¥ji rozumí, ºe ve formálním matematickém systému není dokazatelná
konjunkce dvou výrok·, kde jeden je negací druhého a to se musí prokázat
jen nitními prost°edky.
S tím bezprost°edn¥ souvisí druhé heslo, nitismus. Bezpodmíne£n¥ -
nitní metody byly poºadovány proto, ºe nerozváºné zacházení s nekone£nem
bylo podle mnohých matematik· té doby p°í£inou proniknutí paradox· do
matematických teorií. Hilbert se necht¥l op°ít o n¥co tak nespolehlivého, jako
jsou intuice o nekone£nu.
Dal²í bod programu se týká teorie d·kaz· a rovn¥º ho nelze od p°ed-
chozích dvou odd¥lit. Hilbert poºadoval absolutní d·kaz bezespornosti ur£ité
formální teorie, který by m¥l probíhat tak, ºe se vlastními nitními pro-
st°edky ukáºe, ºe z axiom· tohoto systému nelze odvodit spor. Dosud byly
p°edvád¥ny relativní d·kazy bezespornosti matematiky - je-li bezesporná
jedna teorie, je bezesporné i její roz²í°ení (nap°. Hilbert p°evedl bezespornost
eukleidovské geometrie na bezespornost aritmetiky reálných £ísel). Absolutní
d·kaz bezespornosti byl zatím p°edveden jen pro aritmetiku p°irozených £í-
sel bez úplné indukce (Dostálová (2010)). D·kaz bezespornosti Peanovy arit-
metiky by znamenal jeden z nejvýznamn¥j²ích po£in· v rámci Hilbertova
programu. Tímto sm¥rem se proto ubírala v¥t²ina práce p°i napl¬ování Hil-
bertova programu, p°edev²ím práce Wilhelma Ackermanna a Paula Bernayse
(Dostálová (2010)).
Podívejme se je²t¥ na jednodu²²í pojetí shrnutí Hilbertova programu uve-
dené v Dostálová (2010), které podtrhuje cíle, které se nejvíce týkají hlavního
tématu této práce:
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1. najít kone£ný systém axiom·, ze kterého by bylo moºné (pouze nit-
ními metodami) odvodit ve²kerou matematiku;
2. dokázat (op¥t nitními prost°edky) bezespornost tohoto axiomatického
systému.
To, ºe k napln¥ní programu m¥lo být zapot°ebí d·sledné formalizace ma-
tematiky a jazyka a denování pojm· tak, aby se d·kaz odehrál jen mecha-
nickou manipulací se symboly (od jejichº významu m·ºeme v podstat¥ úpln¥
abstrahovat), nás m·ºe p°ivád¥t do zdánliv¥ rozporuplné pozice. Jakmile
totiº za£neme mluvit o pouºití axiomatické teorie k absolutnímu d·kazu be-
zespornosti ur£ité axiomatické teorie, uvaºujeme uº o teorii, kterou k d·kazu
uºíváme, jako o popisu ur£itého p°edm¥tu  tedy axiomatické teorie. V¥tám
jazyka teorie tedy najednou p°ipisujeme ur£itý význam  chápeme je jako
v¥ty o formální dokazatelnosti, nebo uvaºujeme o axiomech teorie tak, ºe
popisují ur£itou strukturu izomorfní se strukturou formálních d·kaz· v ur-
£ité axiomatické teorii. Na jednu stranu tedy chceme axiomy matematických
teorii chápat £ist¥ formáln¥  jako °ady znak· bez významu  (viz Goldstein
(2005): Matematika je hra, která se hraje na papíru podle jistých jednodu-
chých pravidel se znaky bez významu.  Hilbert), ale na druhé stran¥ chceme
axiomatické teorie uºívat jako nástroje zkoumání matematických teorií, £ímº
ov²em jejich v¥tám p°isuzujeme zcela ur£itý význam (teorie tvrdí n¥co o tom,
co je dokazatelné v ur£itých formálních systémech, ideáln¥ v ní samé) a správ-
nost výsledk·, k nimº dospíváme vyvozováním z axiom·, je podmín¥na tím,
ºe axiomy teorie odpovídají zkoumanému p°edm¥tu.
Pokusme se Hilberta proti tomuto na°£ení z rozporu v cílech jeho pro-
gramu bránit. Pokud chce nap°. matematik vytvo°it ur£itou matematickou
teorii se systémem axiom· a odvozovacích pravidel, musí p°irozen¥ z význam·
vycházet. Axiomy sestavuje tak, aby co nejlépe vystihovaly onu disciplínu,
aby zastoupily pravdivá fakta ve stru£n¥j²í a formáln¥ji zapsané podob¥.
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Krom¥ toho se samoz°ejm¥ snaºí dodrºovat jiº vý²e popsané poºadavky, jako
jsou nezávislost, úplnost a bezespornost. Poté, co jsou axiomy a odvozovací
pravidla vytvo°ena, uº s nimi m·ºe pracovat jako se symboly (tedy zástupci
nebo chceme-li zkratkami) bez toho, aby se p°i kaºdém kroku ohlíºel na to,
jaký význam onen symbol p·vodn¥ nesl.
Domnívám se, ºe v tom je hlavní tendence a (jen do ur£ité míry, jak uvi-
díme vzáp¥tí) napln¥ný cíl Hilbertova programu  um¥t formalizovat teorie
tak dokonale, abychom si p°i mechanickém zacházení se symboly / zkrat-
kami byli jisti, ºe se dobíráme pravd, i kdyº je ve formálním jazyce vidíme
zapsány jen jako symboly zdánliv¥ bez významu. Ostatn¥ uº jsme vid¥li, ºe
práv¥ asi takto si Hilbert p°edstavoval postup tvorby uºite£né a smysluplné
axiomatické teorie.
V roce 1929 se uº Hilbert cítil oprávn¥n prohlásit, ºe úsp¥²né napln¥ní
programu je na dosah  v²e nasv¥d£ovalo tomu, ºe pro kaºdé odv¥tví ma-
tematického my²lení lze najít mnoºinu axiom· a ke kaºdé pravdivé formuli
odpovídající d·kaz z p°íslu²né teorie. Zanedlouho v²ak v d·sledku Gödelo-
vých v¥t o neúplnosti bylo jasné, ºe se tato o£ekávání nenaplní.
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2. První Gödelova v¥ta
První Gödelova v¥ta bývá nazývána v¥tou o neúplnosti nebo také v¥tou o ne-
axiomatizovatelnosti aritmetiky. Gödel ji poprvé vyslovuje ve své publikaci
O formáln¥ nerozhodnutelných v¥tách v Principia mathematica a p°íbuzných
systémech I (Gödel (1931)). V úvodu zde popisuje vývoj matematiky ve
sm¥ru nar·stající p°esnosti jako tendenci formalizovat její oblasti tak, aby
d·kazy mohly být provád¥ny podle n¥kolika málo mechanických pravidel. Za
p°íklad formálních systém· budovaných s tímto cílem, systém·, jejichº d·ka-
zové metody se dají redukovat na n¥kolik málo axiom· a pravidel odvozování,
ozna£uje (toho £asu hojn¥ pouºívaný) systém Principia mathematica (dále
jen PM) nebo také systém axiom· Zermelo-Fraenkelovy teorie mnoºin, který
dále rozvinul John von Neumann. Zárove¬ p°ímo avizuje, ºe tvrzení, která
se chystá vyslovit (tedy první a druhá Gödelova v¥ta o neúplnosti), ukáºou,
ºe se v obou t¥chto systémech vyskytují relativn¥ jednoduché problémy teorie
oby£ejných £ísel, které se z axiom· rozhodnout nedají (Gödel (1931)), tedy,
ºe se v nich vyskytují nerozhodnutelné v¥ty. Toto je obecn¥ povaºováno za
nejp°ím¥j²í a zárove¬ nejvýznamn¥j²í d·sledek obou v¥t o neúplnosti.
Po tomto úvodu Gödel na£rtává hlavní my²lenky d·kazu. Nejprve vysv¥t-
luje, ºe formule formálního systému (pro nás systému PM) vid¥né zvn¥j²ku
jsou pro nás kone£né °ady základních znak· a snadno lze precizovat, které
°ady základních znak· jsou smysluplnými formulemi a které nejsou Gödel
(1931). Tedy ani d·kazy nejsou z formálního hlediska nic jiného neº kone£né
°ady formulí (s pevn¥ stanovitelnými vlastnostmi). Za základní znaky si vez-
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meme p°irozená £ísla (i kdyº z hlediska metamatematiky není podstatné,
které objekty jimi budou). Kaºdé formuli a následn¥ i kaºdému d·kazu p°i-
°adíme ur£ité £íslo (tzv. Gödelovo £íslo daného syntaktického, resp. meta-
matematického objektu)  kdyº tedy budeme n¥co vypovídat o daném £ísle,
budeme zprost°edkovan¥ hovo°it práv¥ o takto o£íslovaném syntaktickém ob-
jektu.
Tzv. gura d·kazu je pak pro nás kone£ná posloupnost p°irozených £í-
sel (kterou také m·ºeme nakonec kódovat jediným p°irozeným £íslem, takºe
nakonec kaºdému d·leºitému metamatematickému objektu je jednozna£n¥
p°i°azeno jedno £íslo). Metamatematické pojmy lze tedy alespo¬ £áste£n¥
vyjád°it v symbolech systému PM prost°ednictvím výraz· týkajících se p°i-
rozených £íslech £i jejich posloupností. Uvnit° systému PM jsou totiº pojmy
jako formule £i gura d·kazu denovatelné, tj. je moºné nap°íklad udat
formuli F(v) s jednou volnou prom¥nnou v (typu posloupnosti £ísel) pat°ící
do PM a to tak, ºe F(v) interpretovaná s ohledem na význam termín· v PM
°íká: formule v je dokazatelná.
Umíme tak vyjád°it t°eba skute£nost, ºe ur£itá formule je dokazatelná,
jako aritmetickou formuli o £ísle dané formule. Formule F(v) s jednou volnou
prom¥nnou v m·ºe nap°. °íkat v je dokazatelná (z dané teorie), neboli v je
kódem dokazatelné formule. To nám práv¥ umoºní vytvo°it nerozhodnutelnou
v¥tu v systému PM, respektive v¥tu, která o sob¥ tvrdí, ºe je nedokazatelná.
Sám Gödel p°ipou²tí podobnost svého postupu pro vytvo°ení takové for-
mule s paradoxem lhá°e, nebo´ se zde, stejn¥ jako v paradoxu lhá°e, vyuºívá
autoreference. Zárove¬ v²ak upozor¬uje, ºe tato podobnost se týká jen au-
toreference, jelikoº v¥ta tvrdící svou vlastní nedokazatelnost (na rozdíl od
výroku te¤ práv¥ lºu) není zacyklená, nebo´ tvrdí nejd°íve nedokazatel-
nost ur£ité formule a teprve dodate£n¥ (a pon¥kud neo£ekávan¥) vyjde najevo,
ºe tato formule je zrovna ta, ve které to o ní bylo vyjád°eno Gödel (1931).
P°estoºe je d·kaz proveden v systému PM, nerozhodnutelnou v¥tu lze na-
lézt v kaºdém formálním systému, ve kterém lze denovat pojem dokazatelná
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formule , gura d·kazu a t°ídový znak (jak Gödel °íká formuli s jednou
volnou prom¥nnou typu p°irozených £ísel  rozum¥jme v jazyce aritmetiky)
a ve kterém je kaºdá dokazatelná formule v zamý²lené interpretaci (tj. ve
standartním modelu aritmetiky) pravdivá. Druhý p°edpoklad v²ak Gödel
chce nahradit p°edpokladem (dle vlastních slov) £ist¥ formálním a mnohem
slab²ím neº je korektnost  a tím je p°edpoklad tzv. ω-bezespornosti.1
My se ov²em jistými prost°edky p°ekra£ujícími danou teorii dokáºeme
p°esv¥d£it o pravdivosti oné nerozhodnutelné sentence. Skute£nost, ºe v¥ta
nerozhodnutelná ve formálním systému je (slovy Gödela) rozhodnutelná úva-
hami metamatematickými , vede podle Gödela k p°ekvapivým d·sledk·m
ohledn¥ d·kazu bezespornosti formálních systém·. Z t¥chto d·sledk· pro-
ná²í ve £tvrtém oddílu své publikace Gödel (1931) výrok, který je pozd¥ji
ozna£ován jako druhá Gödelova v¥ta o neúplnosti. Pod tímto názvem bude
popsána pozd¥ji v samostatné kapitole.
Vra´me se je²t¥ ke Gödelem vy°£enému d·sledku jeho vlastních výsledk·,
který zmi¬uje v Gödel (1931) je²t¥ p°edtím, neº precizn¥ji rozebere d·kazy
v¥t o neúplnosti: V systémech podobných PM nebo Z-F teorii mnoºin se
budou vºdy vyskytovat relativn¥ jednoduché problémy teorie oby£ejných £ísel,
které se z jejich vlastních axiom· nedají rozhodnout . V tomto zn¥ní se vy-
skytují moºná ne úpln¥ p°esn¥ vymezené pojmy jako systémy podobné PM
nebo relativn¥ jednoduché problémy teorie oby£ejných £ísel . Abychom si
tyto pojmy mohli vysv¥tlit, uvedu je²t¥ jiné zn¥ní první Gödelovy v¥ty ze
zdroje Gödel (1995)2:
Pro kaºdý dob°e denovaný systém axiom· a odvozovacích
pravidel, který obsahuje nebo je schopen vyjád°it aritmetiku,
1Obecn¥ nazveme teorii T ω-bezespornou práv¥ tehdy, kdyº v ní není moºné pro n¥jakou
formuli o jedné volné prom¥nné p(x) (nebo t°ídový znak, jak tomu °íkal Gödel) dokázat
zárove¬ p(0), p(1), p(2), atd. pro v²echna p°irozená £ísla a zárove¬ ¬∀x p(x)
2Vol. 3, str. 304323. v £eském p°ekladu z publikace Dostálová (2010)
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vºdy existují diofantické problémy, které jsou t¥mito axiomy
a pravidly nerozhodnutelné, a to za pouhého p°edpokladu, ºe
nejsou odvoditelné ºádné nepravdivé výroky tohoto typu.
Po provedení porovnání t¥chto dvou podobných verzí první Gödelovy
v¥ty nám bude jasné, ºe za systém podobný Principia mathematica nebo
systém axiom· teorie mnoºin Zermelo-Fraenkela Gödel povaºoval dob°e
denovaný systém axiom· a odvozovacích pravidel , který je schopen vyjád°it
aritmetiku. V Gödel (1931) Gödel sv·j d·kaz vysv¥tluje pouze v systému
Principia mathematica s p°íslibem, ºe podrobn¥j²í pojednání a p°evedení do
jiných systém· bude následovat v pozd¥j²í publikaci3. V o£ekávaném druhém
pokra£ování svého díla sliboval p°edloºit podrobn¥j²í postup d·kazu (který
v díle I povaºuje jen za ná£rt) a obecn¥j²í pojednání výsledk·. Av²ak uº
výsledky z prvního dílu byly dostate£n¥ pochopeny a p°ijaty, takºe nebylo
nutné vydávat pokra£ování.
Druhý termín, totiº relativn¥ jednoduché problémy teorie oby£ejných
£ísel , nám zase o n¥co více p°iblíºí pojem z druhého zn¥ní v¥ty  diofantické
problémy. Diofantický problém je vlastn¥ Σ1-sentence v jazyce aritmetiky,
tj. sentence obsahující na za£átku existen£ní kvantikátory (které se tedy
vztahují na celou sentenci) a dále jiº ºádné dal²í (neomezené) kvantikátory.4
2.1 Význam první Gödelovy v¥ty
První Gödelova v¥ta znamenala velký p°evrat v moderní logice a tak není
divu, ºe lze dnes najít velké mnoºství jejích verzí. Uve¤me si pro p°íklad
formulaci z jedné sou£asné u£ebnice logiky.
3To vysv¥tluje o£íslování názvu tohoto £lánku jakoºto první díl.
4Ov²em pouze v na²em kontextu; jak m¥ upozornila má kamarádka, vynikající ma-
temati£ka a logi£ka Jana Glivická, v jiných kontextech je b¥ºné trochu jiné uºití termínu
diofantický problém, kdy se myslí pouze ty Σ1-sentence, ve kterých uº není ani ºádný dal²í
omezený kvantikátor.
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V¥ta 1. Nech´ T je rekurzívní axiomatizovatelná teorie s aritmetickým ja-
zykem a nech´ v modelu N (tj. ve struktu°e p°irozených £ísel) platí teorie T
(£ímº máme na mysli, ºe v tomto modelu platí v²echny axiomy teorie T). Pak
T je neúplná.5
Tato v¥ta °íká nejen, ºe teorie T (m·ºe jí být Peanova aritmetika ale i
kaºdé její rekurzivní bezesporné roz²í°ení) je neúplná, ale také, ºe takovou
teorii nelze zúplnit p°idáním jednotlivých axiom· nebo schémat platných ve
struktu°e p°irozených £ísel. Kaºdým takovým p°idáním vznikne rekurzívn¥
axiomatizovatelná, tedy op¥t neúplná teorie. (Toto tvrzení lze zesílit tím, ºe
oslabíme poºadavky na teorii. Nap°íklad v publikaci vejdar (2002) je uve-
deno podobné tvrzení i d·kaz pro Σ-korektní teorii, coº je taková teorie, která
dokazuje pouze ty Σ-sentence, které platí ve struktu°e p°irozených £ísel.)
Chceme-li p°ejít k losockému významu (ov²em losockými p°ístupy
se budeme podrobn¥ji zabývat aº pozd¥ji) Gödelovy v¥ty, pokusme se vyjít
z jakéhosi významového pr·niku jejích nej£ast¥ji se vyskytujících formu-
lací, abychom se mohli za£ít trochu osvobozovat od matematicko-technických
jednotlivostí konkrétních verzí. Tento pr·nik podle mého názoru dob°e vysti-
huje Dummett ve svém £lánku Dummett (1963), a proto jeho výrok vyuºiji
k podtrºení pro nás zásadní my²lenky první Gödelovy v¥ty: Pro kaºdý intu-
itivn¥ korektní formální systém pro elementární aritmetiku existuje tvrzení,
které je v rámci tohoto systému vyjád°itelné ale ne dokazatelné (ani vyvrati-
telné) a jehoº pravdivost dokáºeme zjistit.
Toto povaºuji za srozumitelné vyjád°ení nosné my²lenky Gödelovy v¥ty.
I p°es své dalekosáhlé d·sledky nejen v logice a losoi ale i ve více £i mén¥
p°íbuzných disciplínách je zn¥ní samotné Gödelovy v¥ty a její d·kaz pro-
veden technicky velmi £ist¥ a neobsahuje nic, co by se vzdalovalo formál-
nímu matematickému vyjad°ování. P°i formulaci své první v¥ty o neúplnosti
vyuºil Gödel autoreferenci a kódování. D·vtipnost tohoto kroku umoºnila
5Zn¥ní uvedeno podle knihy Logika  Neúplnost, sloºitost a nutnost, vejdar (2002),
str.318.
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vyjád°ení hlavní my²lenky Gödelovy v¥ty ve formálním aritmetickém jazyce.
Gödel zakódoval syntaktické objekty (termy, formule, d·kazy) jako £ísla nebo
posloupnosti £ísel tak, aby bylo moºné formáln¥ reprezentovat klí£ové syn-
taktické pojmy (ty, které se bezprost°edn¥ týkají formálního systému). Dále
vyuºil autoreferen£ního výroku, tedy výroku vyjad°ujícího n¥jakou vlastnost,
kterou on sám má (£i nemá  nebo´ vlastnost m·ºeme denovat i jako vlast-
nost nemít jistou vlastnost). P°estoºe mluvíme o dvou r·zných jevech,
nelze je p°i snaze o pochopení významu Gödelovy v¥ty od sebe odd¥lit. Roz-
hodn¥ je nelze chápat jako na sob¥ nezávislé kroky. Spí²e m·ºeme kódování
ozna£it za zp·sob, jak umoºnit autoreferenci.
2.1.1 Kódování a autoreference
Gödel·v postup p°i sestavování sentencí, které hovo°í samy o sob¥ (jinak
°e£eno jsou autoreferen£ní a tvrdí nap°. svou vlastní dokazatelnost nebo ne-
dokazatelnost), pouºívá jako jeden z hlavních nástroj· jiº zmín¥né kódování.
Tendence kódovat formule, resp. p°i°adit jisté formuli ur£itý znak, který ji
svým zp·sobem zastoupí, nám m·ºe p°ipomenout Hilbertovy tendence zp°es-
¬ovat matematiku a formalizovat ji. V jisté návaznosti na antický pythago-
reismus a Leibnizovo heslo Calculemus Hilberta napadlo, ºe kdybychom
o£íslovali v¥ty jazyka, dala by se odvozovací pravidla p°evést na výpo£ty a
tím pádem bychom mohli spo£ítat, zda je ur£itý výrok pravdivý6. I kdyº
se nepoda°ilo nalézt obecné algoritmy, jaké si asi p°edstavoval Leibniz, Hil-
bertova my²lenka £íslování v¥tných formulí byla uºite£ná pro dal²í vývoj
matematiky, nebo´ ji Gödel vyuºil práv¥ pro d·kaz v¥ty o neúplnosti.
Gödel výroky o£ísloval tak, aby mohl dokázat v¥tu o autoreferenci, tedy
aby ke kaºdé formuli o jedné volné prom¥nné mohl existovat výrok, který sob¥
p°ipisuje vlastnost vyjád°enou touto formulí. Je-li tedy nap°íklad formule
s vyjad°ující vlastnost být sudým £íslem, pak existuje výrok V, jehoº £íslo
6Peregrin (2008)
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je sudé práv¥ tehdy, kdyº platí výrok V. Výrok tedy bude pravdivý práv¥
tehdy, kdyº bude jeho £íslo sudé  výrok tedy sám o sob¥ °íká já mám sudé
£íslo .
Stejn¥ tak m·ºeme uvaºovat o vlastnosti být pravdivý. Pokud v²ak p°i-
pustíme, ºe ur£itou po£etní vlastnost m·ºe mít £íslo výroku práv¥ tehdy,
kdyº je výrok, jehoº je toto £íslo kódem, pravdivý, musíme nutn¥ p°ipustit i
to, ºe existuje vlastnost, která °íká být nepravdivý. Pak tedy existuje výrok,
který o sob¥ °íká: mé £íslo je £íslem nepravdivého výroku, neboli já jsem
nepravdivý .
Takový výrok by v²ak byl sebevyvracející. Nedopou²tíme se v²ak sporu
nebo paradoxu, protoºe nemusíme nutn¥ p°edpokládat, ºe vlastnosti být prav-
divý odpovídá po£etní vlastnost.7
První Gödelova v¥ta se v²ak zabývá predikátem dokazatelnosti, nikoli
pravdivosti. Gödel dokazuje, ºe takový korelát dokazatelnosti uº po£etní být
musí, protoºe dokazování je zaloºené na operování se syntaktickými formami
výraz·, které lze p°evést na po£etní operace s £ísly (coº uº ostatn¥, jak jsme
vý²e zmínili, nahlédl p°ed Gödelem Hilbert). Gödel ukazuje, ºe existuje vý-
rok, který sám o sob¥ °íká já jsem nedokazatelný . Takový výrok ale nem·ºe
být dokazatelný, protoºe kdyby byl, bylo by dokazatelné to, co sám °íká a
výrok sám by musel být nedokazatelný. Dokazatelná nem·ºe být ani jeho
negace: kdyby byla, byla by dokazatelná negace toho, co °íká, totiº bylo by
dokazatelné, ºe je tento výrok dokazatelný, a tudíº by musel být dokazatelný.
Daná teorie by tedy byla sporná, coº je v rozporu s p°edpokladem.
Dojdeme tedy k záv¥ru, ºe pro ºádný jazyk, který je natolik bohatý, aby
v n¥m bylo moºné vyjád°it elementární aritmetiku, nebude nikdy moºné sta-
novit úplný axiomatický systém (Peregrin (2008)).
7V této chvíli je zajímavé si p°ipomenout výrok Alfred Tarského (citovaného v Peregrin
(2008)): Má-li být n¥jaký jazyk prostý sporu, nem·ºe být v jeho rámci korelát vlastnosti
'být pravdivý' po£etní.
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Autoreferenci (nebo chceme-li sebereexi na úrovni jazyka , jak je hezky
°e£eno v Zouhar (2005)) p°isuzuji klí£ovou roli v my²lence Gödelovy v¥ty a
dávám ji do spojitosti i s dal²ími paradoxy v disciplínách, které zacházejí
s p°irozeným a formálním jazykem (z nichº jmenujme alespo¬ nejznám¥j²í
Russell·v paradox v naivní teorii mnoºin a paradox lhá°e ve losoi)8 .
Zamysleme se nad tím, jaké máme moºnosti k popisu celku uvnit° sebe
samého, konkrétn¥ji (resp. aplikovateln¥ji na p°ípad v¥t o neaxiomatizovatel-
nosti formálních systém·), jak popsat formální systém uvnit° n¥ho samého.
V²imn¥me si, ºe v p°irozeném jazyce nám odkaz na formuli, která popisuje
sama sebe, zaji²´ují typicky nap°. ukazovací zájmena toto , tato . Nejzná-
m¥j²í p°íklad autoreferen£ního výroku (vedoucí mimo jiné k jiº zmín¥nému
paradoxu lhá°e) je v¥ta, která o sob¥ tvrdí, ºe je nepravdivá, tedy A (°íká,
ºe): V¥ta A je nepravdivá . Dal²í zp·sob, jak vyjád°it sebepopírající v¥tu,
je °íci: Tato v¥ta není pravdivá. nebo Toto není pravda.
V jazyce formálním lze tento zp·sob odkazu zajistit, jak jsme vid¥li, kó-
dováním. A práv¥ pomocí kódování a v¥ty o autoreferenci Gödel umoºnil
(n¥kterým, pro nás podstatným) v¥tám v jazyce aritmetiky schopnost uka-
zovat na sebe samé.
Autoreference vyjád°ená jazykem logiky má tvar ekvivalence φ⇔ ψ(pφq),
coº lze £íst tak, ºe sentence φ tvrdí, ºe φ má vlastnost ψ. Díky v¥t¥ o au-
toreferenci máme zaji²t¥no, ºe ke kaºdé aritmetické formuli ψ(x) existuje
aritmetická sentence φ taková, ºe Q ` φ ⇔ ψ(pφq).9 V na²em p°ípad¥ bude
uºite£né ozna£it si formuli tak, aby bylo dob°e vid¥t, ºe aplikujeme v¥tu o
autoreferenci na formuli vyjad°ující nedokazatelnost, tedy ¬PrQ(x). Tak je
jasné, ºe ona vlastnost, kterou sama formule prezentuje, je negace dokazatel-
8Pro zajímavost dodejme, ºe ne v²echny paradoxy v logice jsou zaloºené na autorefe-
renci. V roce 1993 byl objeven paradox vycházející z my²lenky nekone£ného °et¥zce formulí
a výroku kaºdá dal²í formule (resp. v²echny formule nade mnou) je nepravdivá . Beringer
and Schindler (2015)
9Q = Robinsonova aritmetika  má stejné axiomy jako Peanova aritmetika, ale nemá
schéma indukce
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nosti (= Provability). Aplikací v¥ty o autoreferenci tedy dostaneme formuli
ν takovou, ºe ν ⇔ ¬PrQ(pνq), tj. formuli °íkající já jsem nedokazatelná .
Polský logik Alfred Tarski, Gödel·v sou£asník, který pojem pravdivosti
matematicky analyzoval, dosp¥l na základ¥ rozboru paradoxu lhá°e (a dal-
²ích podobných paradox·) k záv¥ru, ºe jazyk, nemá-li být rozporný, nem·ºe
být schopen ve v²ech ohledech vy£erpávajícím zp·sobem pojednávat sám o
sob¥; konkrétn¥ ºe rozporný je nutn¥, jak uº jsme si ukázali, kaºdý jazyk,
ve kterém lze o kaºdém jeho vlastním pravdivém výroku °íci, ºe je pravdivý.
Tarského záv¥rem bylo, ºe o pravdivosti výrok· n¥jakého jazyka m·ºeme ex-
plicitn¥ pojednávat jedin¥ v rámci n¥jakého jiného, bohat²ího jazyka (a ºe
tedy i ná² p°irozený jazyk není ve skute£nosti jediným jazykem, ale jistou
hierarchií jazyk·, z nichº kaºdý je schopen pojednávat o t¥ch pod ním),
viz Peregrin (1998a).
Jak poznamenává doc. vejdar ve své knize Logika  neúplnost, sloºitost a
nutnost (vejdar (2002)), v¥tu o autoreferenci není ani tak t¥ºké dokázat, jako
ji netriviálním zp·sobem pouºít, coº znamená zvolit formuli ψ(x) tak, aby
rovnice ` φ⇔ ψ(pφq) nem¥la ºádná nezajímavá °e²ení typu 0=0. Zajímavým
p°íkladem vyuºití v¥ty o autoreferenci netriviálním zp·sobem m·ºe být nap°.
jiº zmín¥ný Tarského d·kaz nedenovatelnosti pravdy (kdyby byla pravda
denovatelná, mohli bychom sestavit i sentenci tvrdící já jsem nepravdivá .
Doc. vejdar tuto v¥tu uvádí (v vejdar (2002)) v následujícím zn¥ní:
V¥ta 2. Pro ºádnou bezespornou teorii T obsahující Q neexistuje aritmetická
formule Tr(x) taková, ºe pro kaºdou aritmetickou sentenci φ platí T ` φ ⇔
Tr(pφq).
Tuto v¥tu (nazývanou téº Tarského v¥ta o nedenovatelnosti pravdy)
m·ºeme do jisté míry povaºovat za (logické) potvrzení jinak spí²e losockého
záv¥ru, ºe uniformní denice pravdy neexistuje.10
10Podle Tarského se pravda nedá denovat v systémech s prost°edky k autoreferenci.
Nap°. Frege v²ak ve svém £lánku My²lenka (Frege (2011)) °íká, ºe pravdu nelze denovat
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2.1.2 Rozpor úrovní
Vzhledem k tomu, ºe Gödelova sentence je z relevantní teorie formáln¥ nedo-
kazatelná, ale my jsme schopni nahlédnout její pravdivost a tedy ji v jistém
smyslu dokázat, m·ºe se zdát, ºe jsme z tohoto hlediska dosp¥li ke sporu.
Abychom prokázali, ºe se navzdory p·vodnímu zdání o rozpor nejedná, mu-
síme si nejprve uv¥domit, ºe se jedná o dokazatelnost na jiné úrovni. Zp·-
sob, kterým se £lov¥k dobírá pravdy, není totiº stejný jako zp·sob, kterým se
pravdy dobírá logika, která se pevn¥ drºí daných pravidel a vyvozuje d·sledky
z výchozích princip·. Matematický termín d·kaz ve fregovsko-hilbertovském
formálním smyslu zcela postihovat to, co je jako d·kaz bráno intuitivn¥. Práv¥
Gödelova v¥ta je ukázkou tohoto rozdílu  zatímco matematické chápání
dokazování je postaveno na pevné soustav¥ odvozovacích pravidel, soustava
pravidel, o které se ve skute£nosti opírá ná² rozum, je zásadním zp·sobem
otev°ená (Dummett (1963)).
2.1.3 Diagonální argument
Gödel·v teorém i d·kaz je zaloºen na celkem jednoduché my²lence, kterou
v²ak není snadné kv·li komplikovanému p·vodnímu zn¥ní prohlédnout. I
proto vznikají mnohé zjednodu²ené interpretace a verze, které se snaºí za-
chovat podstatu v¥ty. Jedním z p°íklad· m·ºe být i diagonální argument 
metoda jak pochopit význam Gödelovy v¥ty pomocí tabulky a jednoduchého
algoritmu o pár krocích. Zárove¬ na tomto argumentu z°eteln¥ uvidíme apli-
kaci kódování a autoreference.11
Jaroslav Peregrin uvádí ve svém £lánku Peregrin (2016) n¥kolik p°íklad·
v·bec. Kaºdá p°ípadná denice by totiº musela udat n¥jaké (nutné a posta£ující) pod-
mínky pro pravdivost. U kaºdé v¥ty, jejíº pravdivost zkoumáme, bychom se pak museli
ptát, zda je pravda, ºe tyto podmínky spl¬uje. Jakákoli denice pravdivosti tedy musí
pravdivost p°edpokládat a je kruhová.
11Vysv¥tlení diagonálního argumentu vychází z £lánku Jaroslava Peregrina Peregrin
(2016), který vyjde na podzim ve sborníku Miscellanea Logica.
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uplatn¥ní diagonálního argumentu, které nám mohou usnadnit pochopení
path-breaking problems  d·leºitých tvrzení moderní logiky nebo para-
dox·. Diagonální argument nám nap°íklad umoºní nahlédnout, ºe mnoºina
má více podmnoºin neº prvk· (= Cantorova v¥ta o tom, ºe potence mnoºiny
je v¥t²í, neº samotná mnoºina), nebo algoritmická ne°e²itelnost problému
zastavení Turingova stroje.
My si velmi stru£n¥ ukáºeme pouºití této metody na p°íkladech, které
nás dovedou k Russellovu paradoxu a teorému o neúplnosti. Tuto metodu
uvádím pouze jako zajímavou moºnost, jak dosp¥t ke Gödelovu teorému a
vysv¥tlit, pro£ platí. tená°·m, které tato metoda zaujme, doporu£uji £lánek
Peregrin (2016).
Metodu diagonálního argumentu si nejprve vysv¥tlíme na jednoduchém
p°íkladu: p°edstavme si, ºe máme £tvercovou tabulku o n sloupcích a n °ád-
cích, kde kaºdé pole obsahuje 1 nebo 0.12 Ptáme se, m·ºeme-li p°idat sloupec
(n+1), který v tabulce je²t¥ není  tedy sloupec, který obsahuje 1 a 0 ale ne-
shoduje se s ºádným p°edchozím sloupcem. Jednoduchý a jistý postup, jak
takový sloupec vytvo°it, je vypsat tzv. antidiagonálu, tedy vypsat opa£né
hodnoty neº se nachází na diagonále z horního levého rohu do dolního pra-
vého  do prvního pole sloupce n + 1 napsat opa£nou hodnotu neº je v poli
(1−1), do druhého °ádku opa£nou hodnotu neº je v poli (2−2) a tak dále aº
do n-tého pole sloupce n+ 1, kde bude opa£ná hodnota neº je v poli n− n.
Takto máme zaji²t¥no, ºe p°idaný sloupec se ve v²ech °ádcích li²í od sloupc·
p°edchozích.
Touto metodou si m·ºeme celkem jednodu²e ukázat vznik paradoxu: Za-
£neme tím, ºe si v²echny vlastnosti pevným zp·sobem o£íslujeme (p1, p2,
atd.). Nyní prvnímu sloupci p°i°adíme první vlastnost, druhému sloupci dru-
hou vlastnost atd., stejn¥ tak i prvnímu °ádku, první vlastnost, druhému
°ádku druhou atd. Jinak °e£eno, v²echny vlastnosti budou postupn¥ vyjme-
12Tuto metodu nemusíme nutn¥ aplikovat jen na binární soustavu, ov²em alespo¬ dv¥
rozdílné hodnoty musíme mít k dispozici.
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novány ve zvoleném po°adí jak v °ádcích, tak ve sloupcích. Bu¬ky tabulky
ohodnotíme 1 nebo 0 podle toho, zda se vlastnosti navzájem mají nebo ne,13,
takºe se nap°. v bu¬ce (3− 1) dozvíme, zda vlastnost p3 má vlastnost p1.
Kdyº k takto dopln¥né tabulce p°idáme sloupec odpovídající antidiago-
nále, zjistíme, ºe hodnoty v tomto sloupci vyjad°ují vlastnost nemít sama
sebe. Dostáváme tak paradox, protoºe na jednu stranu se zdá, ºe tato vlast-
nost nem·ºe být vlastností (protoºe se nevyskytuje v tabulce v²ech vlast-
ností) ale na druhou stranu se zdá být vlastností. Tento paradox je v podstat¥
variantou jiº zmín¥ného slavného Russellova paradoxu.
Od tohoto paradoxu se ke Gödelov¥ v¥t¥ dostaneme tím, ºe nahradíme
vlastnosti za formule z jazyka Peanovy aritmetiky s jednou volnou prom¥n-
nou, které Peregrin nazývá pseudopredikáty (a Gödel, jak jsme vid¥li vý²e,
t°ídové znaky), a vyuºitím Gödelova kódování: kaºdý pseudopredikát p bude
mít £íslo ppq, takºe se nap°íklad v bu¬ce (3 − 1) dozvíme, zda o Gödelov¥
£ísle pseudopredikátu p1 platí pseudopredikát p3, tedy zda je formule p3(pp1q)
pravdivá. M·ºeme nyní k takové tabulce sestavit antidiagonálu?
Antidiagonála by reprezentovala funkci °íkající o kaºdému pseudopredi-
kátu , zda má vlastnost já nejsem o sob¥ pravdivý . Na rozdíl od p°edchozího
p°ípadu s vlastnostmi (nemít sama sebe) v²ak nedojdeme k paradoxu, pro-
toºe aritmetika je sestrojená tak, ºe v ní pravdivostní predikát neexistuje.
Existence pravdivostního predikátu by totiº vedla ke sporu, protoºe by zna-
menala také existenci predikátu nebýt pravdivý sám o sob¥ , a tudíº by
bylo moºné antidiagonálu zkonstruovat. Proto pravdivostní predikát nem·ºe
být mezi pseudopredikáty (coº je vlastn¥ jiné vyjád°ení Tarského v¥ty, která
je zmín¥ná v p°edchozí podkapitole).
Nyní od rekonstrukce Tarského v¥ty p°ejd¥me k rekonstrukci Gödelovy
v¥ty o neúplnosti. Práv¥ popsanou tabulku upravíme tak, ºe v ní bude vy-
jád°ena dokazatelnost a ne pravdivost, nap°. v bu¬ce (3 − 1) se tedy do-
13Ve smyslu v jakém vlastnost být £erný má vlastnost být barva, ale nemá vlastnost být
sudý
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zvíme, jestli má £íslo pp1q dokazateln¥ vlastnost p3 (pokud je tam 1) , nebo
ji naopak dokazateln¥ nemá (pokud je tam 0, tj. formule p3(pp1q) je vyvra-
titelná). Co by se tedy objevilo v p°ípadné antidiagonále? Z popisu tabulky
plyne, ºe by antidiagonála vyjad°ovala vlastnost pseudopredikát· já nejsem
o sob¥ dokazatelný . Gödel ukázal, ºe dokazatelnost ov²em pseudoprediká-
tem v aritmetickém jazyce vyjád°it lze. To znamená, ºe je vyjád°itelná i
vlastnost odpovídající p°ípadné antidiagonále. z toho m·ºeme vyvodit, ºe
abychom se antidiagonále a s ní i sporu vyhnuli, nutn¥ nemohou být v²ude
v tabulce hodnoty 0 a 1. Existuje tedy sentence, která nem·ºe být vyvrati-
telná ani dokazatelná, jinak °e£eno nezávislá sentence. Peanova aritmetika je
tedy neúplná.
Záv¥rem k první Gödelov¥ v¥t¥
Hilbert·v pokus p°evést otázku pravdivosti jakéhokoli tvrzení na otázku jeho
dokazatelnosti a otázku dokazatelnosti na otázku existence ur£itého vztahu
mezi matematickými objekty se podle Peregrin (1998a) mohl od za£átku
zdát odporovat zdravému rozumu. Osobn¥ povaºuji d·sledek Gödelovy v¥ty
za potvrzení, ºe v tomto smyslu je t°eba dát zdravému rozumu za pravdu.
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3. Druhá Gödelova v¥ta
Druhá Gödelova v¥ta je p°ímým d·sledkem v¥ty první. Gödel ji také uvádí
ve stejné publikaci jako první v¥tu o neúplnosti (Gödel (1931)) a uº v úvodu
tohoto spisu na ni p°ipravuje £tená°e jako na p°ekvapivý d·sledek svého
prvního teorému. V¥tu vyslovuje pro systém P, který popisuje jako systém,
který obdrºíme, jestliºe propojíme Peanovy axiomy s logikou PM1 (£ísla jako
individua, relace následníka jako nedenovaný základní pojem)2 a uvádí ji
v tomto zn¥ní:
V¥ta 3. Nech´ je X libovolná rekurzivní bezesporná t°ída formulí, pak platí:
v¥tná formule vyjad°ující, ºe X je bezesporné, není X-dokazatelná; zejména
v P není dokazatelná bezespornost P za p°edpokladu, ºe P je bezesporné
(v opa£ném p°ípad¥ je ov²em dokazatelný kaºdý výrok).
Tuto v¥tu si m·ºeme p°e°íkat t¥mito slovy: Je-li systém P bezesporný,
nelze jeho bezespornost zaloºit ºádným metamatematickým d·kazem, který
by bylo moºné reprezentovat uvnit° samotného systému PM.
Filosocký význam první a druhé v¥ty nelze úpln¥ odli²it. Jednak proto,
ºe, jak jiº bylo °e£eno, druhá v¥ta vyplývá z první, a také proto, ºe evidentn¥
obsahují shodné d·leºité znaky a d·vtipné kroky, které v·bec umoºnily ob¥




ném prvním zn¥ní druhé v¥ty m·ºeme my²lenku kódování rozpoznat v úseku
v¥tná formule vyjad°ující, ºe X je bezesporné . Autoreference je dokonce
je²t¥ evidentn¥j²í, vzhledem k tomu, ºe autoreferen£ní uº je samotné zn¥ní
v¥ty, nemá smysl ji uvád¥t zvlá²´. Nebudu se tedy pou²t¥t do rozboru toho,
jak Gödel postupoval p°i formulaci a d·kazu tohoto teorému, nebo´ bych tím
nep°inesla nic, co by nezazn¥lo jiº v p°edchozí kapitole.
Hlavní význam druhé Gödelovy v¥ty spat°uji p°edev²ím v tom, ºe se
stala explicitním prohlá²ením neproveditelnosti £ásti Hilbertova programu.
Sám Gödel povaºuje tuto v¥tu za prokázání nevy£erpatelnosti matematiky a
evidenci neúplnosti matematiky (Tieszen (2011)).
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4. áste£ná rehabilitace Hilbertova
programu?
Druhá Gödelova v¥ta znamenala zmar snad nejd·leºit¥j²ího bodu Hilbertova
programu, kterým je snaha o absolutní d·kaz bezespornosti zaru£ující zá-
rove¬ pravdivost (ov²em, jak jsme vid¥li, pravdivost v Hilbertov¥ smyslu,
tedy v pom¥rn¥ slabém smyslu, viz kap. 1.2  Hilbert·v program) axiom·,
resp. celého systému matematiky. Na tento p°elom lze v²ak také nahlíºet jako
na výzvu co nejvíce se p°iblíºit d·kazu bezespornosti aritmetiky s pouºitím
pokud moºno pouze nitních metod, nebo alespo¬ co nejomezen¥j²ích in-
nitních metod. To se do zna£né míry poda°ilo Gerhardu Gentzenovi, který
ve svých d·kazech bezespornosti Peanovy aritmetiky z let 1936 a 1938 pouºil
sice prost°edky teorie mnoºin, ale vysta£il si vyuºitím ordinálních £ísel pouze
omezené velikosti.
4.1 My²lenka Gentzenova d·kazu bezespornosti
Peanovy aritmetiky
Gentzen ve svých pracích denoval kalkulus p°irozené dedukce a sekventový
kalkulus. Lze °íci, ºe tak zaloºily teorii d·kaz· (v konkrétn¥j²ím a sou£asn¥j-
²ím slova smyslu, neº v jakém jsme tento termín pouºívali p°i popisu Hilber-
tova programu). Napsal dva d·kazy bezespornosti Peanovy aritmetiky, první
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v roce 1936, kdy pouºil kalkul p°irozené dedukce, druhý o dva roky pozd¥ji
v sekventovém kalkulu. V obou p°ípadech se jedná o nesmírn¥ rozsáhlý d·kaz.
Popis pr·b¥hu a vysv¥tlení obou Gentzenových d·kaz· lze najít v Horská
(2011) a podrobn¥ji téº v publikaci Horská (2014). Pro ú£ely této práce si
p°edstavíme jen hlavní my²lenku z d·kazu v sekventovém kalkulu z roku
1938. Mé shrnutí pravd¥podobn¥ p°iblíºí pr·b¥h d·kazu v mnohém nedosta-
te£n¥, ale alespo¬ se pokusím poukázat na zmi¬ované omezené pouºití teorie
mnoºin. Oba Gentzenovy d·kazy jsou zaloºeny na stejné my²lence, totiº ºe
v Peanov¥ aritmetice se dají odvodit jen pravdivé sekventy (Horská (2011)).
D·kaz probíhá sporem. V Peanov¥ aritmetice zkusíme odvodit sporný
sekvent, který zna£íme < ⇒> . Kdyby takový sekvent v Peanov¥ aritmetice
byl odvoditelný (dokazatelný), bylo by moºné jeho odvození p°evést na tzv.
jednoduché odvození. 1 Sporný sekvent v²ak nem·ºe mít jednoduché odvození
(coº se dokáºe pomocným lemmatem).
Odvození sporného sekvent redukujeme na jednoduché odvození. Redukce
odvození se provádí pomocí p¥ti reduk£ních krok·. Kaºdé odvození je o£ís-
lováno ordinálním £íslem men²ím neº ε0  toto je zásadní krok pro omezení2
pouºití teorie mnoºin  ordinální £íslo ε0 je horní hranice, maximum, co z te-
orie mnoºin pouºíváme. Kaºdému odvození vzniklému jakýmkoli reduk£ním
krokem z p°edchozího bude p°i°azeno ordinální £íslo ne v¥t²í neº ordinální
£íslo p°edchozího odvození. Ordinální £ísla se p°i°azují sekvent·m podle ur-
£itého algoritmu (popsaného rovn¥º v Horská (2011), str. 84.)
Kaºdý z p¥ti reduk£ních krok· se aplikuje, dokud je to moºné a po posled-
ním pátém kroku se m·ºe op¥t p°ejít k prvnímu a takto stále dokola. Redukcí
ordinální £ísla odvození postupn¥ klesají, by´ ne nutn¥ v kaºdém kroku. Jeli-
koº jsou ordinální £ísla dob°e uspo°ádaná, nelze z nich vytvo°it nekone£nou
1Coº je odvození, které je bez volných prom¥nných, má jen tzv. matematické iniciální
sekventy a strukturální pravidla a °ezy aplikuje jen na atomické vstupní formule. Formál-
n¥j²í denici a podrobný d·kaz lze najít v Horská (2011) nebo v Horská (2014)
2Ov²em omezení neznamená úplnou eliminaci teorie mnoºin. Tady je²t¥ jednou vidíme,
ºe tento d·kaz p°ece jenom není absolutní, nebo´ stále probíhá v roz²í°ené teorii.
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klesající posloupnost. M·ºeme si tedy být jistí, ºe nás reduk£ní kroky do-
vedou k odvození, kterému bude p°i°azené p°irozené £íslo. Odvození, jehoº
ordinál je p°irozené £íslo, odpovídá denici jednoduchého odvození. Jedno-
duché odvození sporu v²ak neexistuje. Sporný sekvent tudíº nelze odvodit.
Peanova aritmetika je tedy bezesporná.
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5. Moºné p°ístupy ke Gödelovým
v¥tám
Gödelovy v¥ty inspirují mnohé myslitele k r·zným losockým interpreta-
cím. My se zam¥°íme p°edev²ím na interpretace o nemoºnosti poznání fun-
gování lidské mysli a nezachytitelnosti lidského my²lení formálními systémy,
které vyvolávají diskuze o mezích matematických nástroj· a omezenosti in-
forma£ních technologií v·£i lidskému my²lení. Nap°íklad celkem roz²í°ený je
výklad, ºe Gödelovy v¥ty prokazují, ºe lidské my²lení nelze algoritmizovat.
Takové záv¥ry jsou v²ak mnohými logiky £i analytickými losofy povaºovány
za nepodloºené a p°ehnané.1
Záv¥ry podobného typu a dal²í úsudky o povaze my²lení nejsou podle
mého názoru zap°í£in¥ny ani tak zn¥ním Gödelových v¥t jako spí²e tím, ºe
jsme navzdory t¥mto v¥tám schopni (patrn¥ na rozdíl od po£íta£ového pro-
gramu, který musí být ur£en n¥£ím podobným jako souborem axiom· a od-
vozovacích pravidel) prokázat pravdivost Gödelovy sentence. M·ºeme tedy
jiº nyní tu²it, ºe v rozdílnosti p°ístup· ke Gödelovým v¥tám bude hrát velkou
roli rozdíl mezi pravdivostí a dokazatelností.
To, ºe tvrzení (p·vodn¥ pouze) o axiomatických teoriích dovedla n¥které
myslitele k záv¥r·m o povaze lidské mysli a mezích schopnosti po£íta£·, m·-
ºeme na jednu stranu vnímat jako nep°im¥°ený aº absurdní p°esah a argu-
mentovat tím, ºe by se taková tvrzení nem¥la vykládat mimo sv·j obor, na
1Jejich kritiku najdeme nap°íklad v Peregrin (1998b).
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druhou stranu ho m·ºeme vnímat jako p°irozené vyúst¥ní, které nep°ekva-
piv¥ p°esahuje rámec disciplíny, ve které byl výrok p·vodn¥ pronesen.
P°edstavme si silné a slabé stránky moºných p°ístup· ke Gödelovým
v¥tám, které jsem pro p°ehlednost rozd¥lila podle disciplín, ze kterých vy-
cházejí.
5.1 P°ístup popírající losocký význam Gö-
delových v¥t
Mnozí logici a analyti£tí losofové varují p°ed unáhlenými interpretacemi a
unáhlenými p°esuny významu Gödelových v¥t do jiných disciplín, nap°. do
losoe mysli. Prezentovat výroky typu Gödel·v teorém je p°íleºitostí pro
nové ocen¥ní síly tv·r£ího rozumu. (Nagel and Newman (1958)), Lidská
mysl je nedostiºná formalismem. (Nagel and Newman (1958)), nebo Mysl
nelze vysv¥tlit jako stroje. (Raatikainen (2005)) jako d·sledky v¥t o neúpl-
nosti formálních systém· se opravdu m·ºe jevit jako nerelevantní výklad.
Podle n¥kterých logik· by význam Gödelových v¥t m¥l z·stat pouze u
toho, co samy v¥ty °íkají  kaºdé rozumné rekurzivní roz²í°ení Peanovy arit-
metiky je neúplné  v systémech vycházejících z Peanovy aritmetiky nelze
dokázat jejich vlastní bezespornost  a nevyvozovat z t¥chto tvrzení ºádné
d·sledky o povaze lidské mysli. Na první pohled se skute£n¥ m·ºe zdát, ºe
Gödelovy teorémy ne°íkají nic jiného, neº ºe je systém, který je p°ijatelným
roz²í°ením PA, neúplný.
Av²ak na druhou stranu je dobré si uv¥domit, ºe p°i sestavování v¥t o
neúplnosti Gödel vzal jednu ze schopností lidské mysli  a to schopnost usu-
zovat o p°irozených £íslech  a ukázal, ºe tato schopnost v n¥£em p°esahuje
schopnosti kaºdé pouºitelné axiomatiky. Z tohoto pohledu uº záv¥ry o povaze
matematiky a lidské mysli vyznívají p°irozen¥ji.
N¥komu by se mohlo zdát, ºe Gödelovy v¥ty jsou dobrým výchozím bo-
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dem £i dokonce návodem pro popis lidské mysli. (K takovému názoru m·ºe
navád¥t skute£nost, ºe jejich d·kaz je dostate£n¥ konstruktivní (v intuici-
onistickém slova smyslu), aby obsahoval ur£itý návod.) V takovém p°ípad¥
by uº bylo podle mého názoru rozhodn¥ na míst¥ takové nápady usm¥r-
nit a zd·raznit, ºe návod, který Gödel·v d·kaz obsahuje, je (pouze) návod
jak k formálnímu systému najít výrok, jehoº pravdivost tento systém ne-
umí odhalit. A konstruktivismus d·kazu je korektní chápat pouze ve smyslu
intuicionistické logiky.
Av²ak matematiku ani logiku nelze, jak dokládá mnoho jiných (nejen)
matematických problém·2, úpln¥ odst°ihnout od jiných disciplín. Z mého
pohledu celkem racionální p°ístup ke Gödelovým v¥tám, který popsal Jaro-
slav Peregrin v Peregrin (2008), je nahlíºet na n¥ jako na odhalení zcela
ne£ekané obranné linie jazyka, která nám nedovoluje zmocnit se pravdivosti
zp·sobem, který by zkratkou obe²el b¥ºné mechanismy hledání pravdy.
Záv¥rem lze tedy zjednodu²en¥ prohlásit, ºe Gödelovy v¥ty sice musíme
interpretovat opatrn¥, ale ona opatrnost by nám nem¥la svazovat ruce a ne-
m¥la by zp·sobit to, ºe se nevymaníme z relativn¥ úzkého oboru matema-
tiky. P°i p°ehnané opatrnosti bychom mohli dosp¥t k záv¥ru, ºe Gödelovy
v¥ty ne°íkají v·bec nic. Nenesly by tím pádem ºádný význam a mohly by
být vnímány jako zbyte£né.
2Mám na mysli nap°. paradoxy, které vznikly na poli logiky, ale dají se celkem snadno
p°e°íkat v p°irozeném jazyce, nebo naopak  nap°. paradox lhá°e vze²el z p°irozeného
jazyka, ale lze ho vyjád°it ve formálním jazyce n¥jaké axiomatizovatelné teorie
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5.2 Význam Gödelových v¥t ve losoi
Umírn¥né i radikáln¥j²í intepretace Gödelových v¥t a jejich p°esahy (p°eváºn¥
do losoe) se zakládají na my²lence, kterou si dovolím formulovat podle
Dummettova £lánku Dummett (1963). Autor v n¥m vysv¥tluje, ºe z Göde-
lových v¥t vyplývá, ºe vºdy budeme schopni na základ¥ svého intuitivního
pojetí ur£itého pojmu (konkrétn¥ pojmu p°irozeného £ísla) rozhodnout o
pravdivosti ur£itých tvrzení, i kdyº tuto pravdivost není moºné odvodit ze
samotného popisu uºití t¥chto tvrzení.
Zdá se, ºe lidé nemají problém pochopit, ºe n¥které v¥ty jsou ve formálním
systému nerozhodnutelné. To, co je pro n¥ obtíºn¥j²í, je pochopit, ºe zrovna
v¥ta, která je pravdivá a my to o ní umíme zjistit, m·ºe být nerozhodnutelná.
Jak lidská mysl dokáºe nahlédnout pravdivost ur£itého výroku, který p°i-
tom formální systém neumí dokázat? P°edstavme si situaci (podobná je uve-
dena v Zouhar (2005)), kdy po£íta£ vypisuje pouze pravdivá tvrzení o p°i-
rozených £íslech. P°edpokládejme dále, ºe tento po£íta£ je naprogramován
pomocí formálního systému, na n¥jº se vztahuje Gödel·v výsledek a v n¥mº
jsou dokazatelná v²echna tvrzení, která kdy po£íta£ vypí²e. Tento po£íta£
nem·ºe vypsat tvrzení, které není v tomto formálním systému dokazatelné.
Mimo jiné tedy nebude schopen vypsat n¥která pravdivá tvrzení.
Znamená to snad, jak tvrdí n¥které vyklada£ské teorie, ºe lidská mysl
je schopná n¥£eho, £eho není schopen ºádný, by´ sebedokonalej²í formální
systém?
Sám Gödel se do ur£ité míry domnívá ºe ano. Gödelov¥ postoji k jeho
vlastním v¥tám bude v¥nována následující kapitola, ale nejprve bude uºi-
te£né se zam¥°it na Gödelovo chápání pojmu analyti£nosti. Jeden z moºných
d·sledk· Gödelových v¥t je totiº ten, ºe matematiku nem·ºeme povaºovat za
analytickou v b¥ºném slova smyslu, proto bude zajímavé zjistit, jak se k to-
muto pojmu Gödel stav¥l, o £emº m·ºeme získat p°edstavu z £lánku Martin
(2005). Ten uvádí, ºe Gödel rozli²uje dva smysly analyti£nosti:
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1. purely formal sense that the terms occuring can be dened in such a
way that the axioms and theorems become special cases of the law of
identity
2. owing to the meaning of the concepts occuring in it
Klasická p°edstava analyti£nosti v pojetí analytické losoe je ta, ºe ana-
lyti£nost znamená pravdivost pouze na základ¥ významu, p°i£emº významem
n¥kte°í analyti£tí losofové rozum¥jí pravidla uºívání výrazu.
Axiomy Peanovy aritmetiky jsou p°i takovémto p°ístupu chápány jako
pravidla uºití aritmetických výraz· a platí tedy rovnost znalost axiom· a
pravidel odvozování = znalost významu výraz·, a v²echny teorémy jsou tedy
analytické. Jenomºe z Gödelových v¥t se zdá, ºe axiomy nepopisují £ísla
jednozna£n¥, takºe existují i jiné aritmetické pravdy neº teorémy PA.
Podle Dummetta máme v²ichni pojem p°irozeného £ísla, ale ºádný ko-
ne£ný popis na²eho uºívání aritmetických tvrzení nem·ºe pln¥ vysv¥tlit jeho
charakter; to je vid¥t na p°íkladu faktu, ºe vºdy budeme schopni na základ¥
svého intuitivního pojetí tohoto pojmu rozhodnout o pravdivosti ur£itých
tvrzení, i kdyº tuto pravdivost není moºné odvodit z popisu uºití t¥chto
tvrzení.3
Námitka, ºe axiomy PA nemohou být povaºovány za ur£ující význam,
£elí protinámitce, ºe tu totiº p°edpokládáme cosi jako p°irozený model (tj.,
ºe víme, jak p°irozená £ísla vypadají)  to práv¥ d¥lá Gödel. P°edpoklad
takového modelu v²ak nemusí být úpln¥ samoz°ejmý.
Martin si nemyslí, ºe by matematické pojmy musely být instancionalizo-
vány  ºe by se kaºdému pojmu musela p°i°adit jedna konkrétní v¥c (For
myself, I have doubts both about the fact of instantiation and about whether it
is important for mathematics.)4). Gödel se hlásí k jisté tezi o analyti£nosti
aritmetiky, av²ak tuto analyti£nost chápe v jiném slova smyslu, neº bychom
3Filosocký význam Gödelovy v¥ty, (Dummett (1963) , str. 335)
4Martin (2005), str. 220
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p°edpokládali. Také se hlásí k p°irozenému modelu v tom smyslu, ºe existuje
cosi jako matematická objektivní realita , kterou nem·ºeme stvo°it nebo
zm¥nit, m·ºeme ji pouze vnímat nebo popsat5. Zdá se, ºe jeho chápání ana-
lyti£nosti se postupn¥ vyvinulo a nakonec se li²ilo od standardního (tak,
jak ho známe z b¥ºn¥j²ích pojetí analytické losoe  tedy zhruba ve dvou
zmín¥ných významech, v jakých analyti£nost, jak jsme poznamenali, podle
Martina n¥kdy Gödel také chápal): I wish to repeat that analytic` here
does not mean true owing to our denitions`, but rather true owing to the
nature of the concepts occurring [therein]Gödel (1995). Podle n¥j m·ºeme
tento význam nahlíºet £ist¥ intelektuáln¥, je tedy neempirický, ale není daný
námi stanovenými pravidly uºití, ale naopak tato pravidla uºití z p°íslu²ného
pojmu, který má svoji objektivní nezávislost, n¥jakým zp·sobem vyplývají
(What is wrong, however, is that the meaning of the terms (that is, the
concepts they denote) is asserted to be something man-made and consisting
merely in semantical conventions.; . . .mathematics is based on axioms with
real content, because the very existence of the concept of e.g., class` consti-
tutes already such an axiomGödel (1995).
Gödel v¥°il, ºe máme jakousi schopnost percpece abstraktních objekt·.
Jeho chápání percepce nám podle Martina m·ºe p°ipomínat Kant·v £istý
názor.6 To pak podle Martina p°irozen¥ dovedlo Gödela k Husserlovi a feno-
menologii.
5 We cannot create or change, but only perceive and describe. , (Gödel (1995))
6Jiº nyní je dobré si uv¥domit, ºe i p°es ur£ité podobnosti s Kantovou losoí se Gödel
dívá na n¥které pojmy tém¥° opa£n¥, nap°. to, co Gödel nazývá analytickým odpovídá
(v jisté, by´ patrn¥ velmi omezené mí°e) spí²e Kantovu syntetickému.
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5.2.1 Gödel proti mechanismu na cest¥ k fenomenologii
Ti, kte°í do hloubky studují Gödelovy matematické výsledky budou moºná
p°ekvapeni spojením Gödela s fenomenologií. Spí²e by ho spojili s Platonem.
Gödel se v²ak za£al o fenomenologii zajímat pozd¥, takºe je velmi pravd¥po-
dobné, ºe nem¥la ºádný dopad na jeho nejd·leºit¥j²í logické a matematické
objevy. Je známo, ºe Gödel byl realista a platonista a jeho losocké stano-
visko zpo£átku nejvíce ovlivnili Platon a Leibniz, pak se teprve za£al zabývat
Husserlovou fenomenologií.
D·kazy o tom, ºe se Gödel díval na matematiku v£etn¥ svých vlastních
výsledk· fenomenologickýma o£ima jsou t¥ºko dohledatelné, protoºe Gödel
fenomenologii nev¥noval nikdy ºádnou publikaci. Nicmén¥ z jeho osobních,
nikdy nevydaných zápisk·, a podle mnoha sou£asných autor· je evidentní,
ºe k ní sm¥°oval. Existují názory, ºe si netrou psát p°ímo o ní z obavy,
ºe by ho analyti£tí losofové nemuseli brát váºn¥. Ostatn¥ i dnes slýcháme
názory, ºe byl Gödel výborný matematik, ale zvlá²tní losof a mnohdy ti,
kte°í jsou fascinováni jeho matematickými výsledky jsou pon¥kud zklamáni
jeho losockými pracemi.7
Gödel se domníval, ºe jeho v¥ty o neúplnosti jsou d·kazem toho, ºe ma-
tematika je nevy£erpatelná. Proto se obrátil k losoi a hledal zp·sob, jak
se k takovému záv¥ru postavit. Relevantní obrázek o jeho losockém vývoji
si m·ºeme ud¥lat z Filosockých esejí (Gödel (1999)).
V této publikaci najdeme mimo jiné potvrzení Gödelova platonismu8.
Zásadn¥j²í význam v²ak pro nás má spí²e jeho negativní p°ístup k tehdej²í
7Citujme nap°. Pavla Housera z Houser (2004): Kurt Gödel je postavou na jedné stran¥
velmi respektovanou, na druhé stran¥ jeho £etné výst°elky p°edstavují oblíbené zpest°ení
populárn¥-v¥decké literatury nebo Jaroslava Peregrina v reakci na Ji°ím Fialou napsanou
recenzi Kolmanovy Knihy Filosoe £íslaGödel je jist¥ jednou z klí£ových postav, jeho
losocké názory jsou ale brány spí²e jako kuriozita neº jako n¥co, co by bylo z hlediska
losoe matematiky skute£n¥ podstatné.
8Ve smyslu kladení d·razu na v¥ci nem¥nné a v¥£né, p°ípadn¥ rozumové; výslovn¥ se
k n¥mu hlásili i dal²í losofující v¥dci jako nap°. Whitehead
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podob¥ matematiky. Trochu paradoxn¥ se zastává Hilbertova formalismu,
kterému, jak víme, v podstat¥ zma°il nad¥je na úsp¥²né dosaºení n¥kterých
programových cíl·.
Jeden z problém· sou£asné matematiky, na které zde Gödel upozor¬uje,
je mimo jiné £asto se vyskytující nekonstruktivnost d·kaz·. Je sice moºné
sporem dokázat, ºe existuje nap°. £íslo X, které spl¬uje podmínku Y. Z d·-
kazu v²ak v·bec nevyplývá znalost tohoto £ísla a dokonce ani postup, jak ho
najít nebo zkonstruovat.9
Ze záv¥ru jeho esejí m·ºeme vyrozum¥t, ºe Gödel vkládá nad¥ji do Hus-
serlovy fenomenologie. Práv¥ ta by mohla být tím, co v¥du (nebo alespo¬
matematiku) odvrátí od víry, ºe matematiku lze zredukovat na mechanickou
aplikaci pravidel, na rutinní manipulace takového typu, jaké m·ºe provád¥t
po£íta£.
Z dal²ích Gödelových vyjád°eních (a´ uº na p°edná²kách nebo v publika-
cích) je patrné, ºe se staví proti r·zným formám konvencionalismu ve losoi
matematiky (Tieszen (2011)) a ºe v¥°í v lidskou mysl a odmítá pohled na ni
jako na nedokonalou a iracionální.10
Gödel napadá Poincarého konvencionalismus, k n¥muº ho dovedl sou-
£asný vývoj matematiky  axiomatizace °ady matematických disciplín a
vznik neeuklidovských geometrií (resp. v¥domí, ºe prostoru m·ºe odpovídat
více r·zných geometrií). Poincaré se na základ¥ toho domníval, ºe geometrie
nemá empirický p·vod a nevypovídá nic o reálném sv¥t¥.
Gödel konvencionalismus odmítá  podle n¥j moºnost, ºe existují neroz-
hodnutelné matematické problémy, je ukázka toho, ºe matematika není jen
ná² výmysl. Matematické objekty o£ividn¥ existují nezávisle na na²ich roz-
hodnutích.
Na druhou stranu m¥l Gödel také sklony existenci ne°e²itelných problém·
9Gödelovu d·kazu neúplnosti se z hlediska konstruktivnosti nedá nic vytknout.
10Tzv. rationalistic optimism (Tieszen (2011))
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popírat. Raatikainen ve svém £lánku Raatikainen (2005)11 poukazuje na to,
ºe Gödel vidí pouze dv¥ moºnosti: bu¤ lidská mysl nekone£n¥ p°ekonává
kone£né stroje (tzv. anti-mechanismus), nebo existují absolutn¥ nevy°e²itelné
problémy:
Gödel drew the following disjunctive conclusion from the
incompleteness theorems: either ... the human mind (even
within the realm of pure mathematics) innitely surpasses
the power of any nite machine, or else there exist absolutely
unsolvable diophantine problems.
Schopnost lidské mysli p°ekonat moºnosti jakéhokoli kone£ného stroje
není tedy podle Gödela d·sledkem v¥t o neúplnosti, ale je podmín¥na nee-
xistencí nevy°e²itelných problém·.
Podle Raatikainen (2005) Gödel sice p°ipou²tí, ºe ob¥ moºnosti  jak anti-
mechanistický postoj, ºe lidská mysl p°ekonává schopnosti po£íta£·, tak alter-
nativa, ºe existují pro lidský rozum zcela ne°e²itelné problémy (Raatikainen
(2005))12  jsou kompatibilní s jeho v¥tami o neúplnosti, ale staví se spí²e
na stranu anti-mechanistického postoje neº na stranu uznání existence ne°e-
²itelných problém· a to p°eváºn¥ z losockých d·vod·:
His fundamental reasons for disliking the latter alternative
are much more philosophical. Gödel thought in a somewhat
Kantian way that human reason would be fatally irrational if
it would ask questions it could not answer.
Tieszen (Tieszen (2011)) vysv¥tluje p°echod Gödela k fenomenologii p°i-
bliºn¥ takto: V¥ty o neúplnosti podle Gödela nestanovují hranice síly lidské
mysli ale spí²e potenciál £istého formalismu v matematice. Nemechanická
11V kapitole Gödel on mechanism and Platonism
12V kapitole Gödel on mechanism and Platonism
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koncepce rozumu souvisí s Gödelovým studiem Husserla  fenomenologický
pohled na lidskou mysl z·stává otev°ený moºnosti nalezení systematických a
kone£ných ale nemechanických metod pro rozhodnutí významných matema-
tických otázek na základ¥ objasn¥ní intuice abstraktních pojm· zahrnutých
v t¥chto otázkách (Tieszen (2011)).
Podle Tieszena Gödela k fenomenologii p°itáhly metodologické d·vody.
Hledal novou metodu pro p°emý²lení o základech matematiky a metafyziky
obecn¥ a myslel si, ºe fenomenologie by mohla takovou metodu nabídnout se
svou fenomenologickou redukcí neboli jejím prvním krokem, tzv. epoché .13
Gödel má podobný pohled na pojmy jako Husserl, jsou to podle n¥j abs-
traktní objekty. Existují nezávisle na na²em vnímání a my je vnímáme lépe
nebo h·°e stejn¥ tak, jako m·ºeme nap°. n¥jaké zví°e lépe nebo h·°e vid¥t.
Rozum¥t významu výrazu je jako vid¥t pojem zblízka. Stejn¥ jako Husserl
°íká, ºe p°edpokládat, ºe nevidíme £i nevnímáme pojmy intuicí, je jen p°ed-
sudek na²í doby. Gödel evidentn¥ v¥°í i v lidskou intuici, resp. v to, ºe lidé
mají intuitivní p°edstavu o pravdivosti.
13P°edb¥ºné vy°azení (uzávorkování) nekriticky £i naivn¥ p°ijímaných p°edpoklad· o
vnímaném p°edm¥tu. (Tieszen (2011))
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5.2.2 Gödelovy v¥ty = d·kaz nemoºnosti formalizovat
lidské my²lení?
Gödelovy v¥ty vyprovokovaly záv¥ry o nemoºnosti formalizovat lidské my²-
lení. íkáme jim anti-mechanistické názory (ostatn¥ vý²e jsme nazna£ili, ºe
se i Gödel stav¥l proti mechanismu). Na²í základní otázkou bude, jak je
moºné, ºe tvrzení o neaxiomatizovatelnosti formálních systém· mohou p°i-
m¥t n¥které vyklada£e k výrok·m o nedostiºitelnosti lidské mysli um¥lou
inteligencí.
Abychom si na takovou otázku mohli odpov¥d¥t, musíme si nejprve p°ed-
stavit, jak by Turing·v stroj rozhodl o Gödelov¥ sentenci, pokud by mu byla
zadána. Zjednodu²en¥ by se dalo °íci, ºe na rozdíl od £lov¥ka stroj nepo-
zná pravdivou v¥tu, která není dokazatelná. Na rozdíl od £lov¥ka totiº není
schopen rozli²it dokazatelnost a pravdivost. Jenºe s Gödelovými v¥tami je
najednou t¥ºké drºet rovnost mezi pravdivostí a dokazatelností.
Anti-mechanistické záv¥ry d¥lají podle Raatikainen (2005) jednoduchou
chybu: argument, ºe lidské my²lení je nep°ekonatelné jakýmkoli strojem,
p°edpokládá, ºe pro kaºdý formalizovaný systém, nebo kone£ný stroj, existuje
Gödelova sentence, která je nedokazatelná v tomto systému, ale kterou lidská
mysl nahlédne jako pravdivou. Gödelova v¥ta má v²ak ve skute£nosti formu
podmínky a prohla²ovaná pravdivost Gödelovy sentence záleºí na p°edpo-
kladu konzistence systému. Anti-mechanistický argument také poºaduje, aby
lidská mysl vºdy v¥d¥la, zda je formalizovaná teorie konzistentní. To je v²ak
nev¥rohodné.
I McCall v McCall (1999) uznává, ºe standartní anti-mechanistický ar-
gument je problematický, protoºe rozpoznání pravdivosti Gödelovy sentence
závisí na nedokázaném p°edpokladu, ºe je systém konzistentní. McCall v²ak
je²t¥ nabízí nový argument, kterým chce ukázat, ºe pro lidskou mysl (a ni-
koli pro stroje) se pravdivost a dokazatelnost rozcházejí. Bu¤ je totiº systém
konzistentní, £ili je Gödelova sentence pravdivá, ale nedokazatelná, nebo je
56
systém nekonzistentní a Gödelova sentence je dokazatelná, ale pak je ne-
pravdivá. Lidská mysl vidí to, ºe ani jedna varianta nespojuje pravdivost
a dokazatelnost, kdeºto Turing·v stroj takový fakt není schopen nahléd-
nout. Odpov¥¤ na otázku M·ºe Turing·v stroj v¥d¥t, zda je Gödelova v¥ta
pravdivá? je tedy ve zkratce ne .
Je z°ejmé, ºe pro Turing·v stroj se sebebohat²ím axiomatickým základem
platí, ºe bude vºdy existovat v¥ta, o které £lov¥k pozná, ºe je pravdivá, ale
kterou stroj jako pravdivou nerozezná. Podle McCall (1999) to znamená,
ºe vºdy budou existovat p°ípady, kdy lidské schopnosti p°ed£í schopnosti
Turingova stroje.14
M·ºeme (inspirováni McCall (1999)) u£init tento záv¥r:
Achillova pata v²ech Turingových stroj· je, ºe pro ºádný z nich neexis-
tují kategorie jako pravdivé ale ne teorémy a teorémy ale ne pravdivé .
Propast, která d¥lí lidi (lidské my²lení) od stroj· je propast, která d¥lí doka-
zatelnost od pravdy.
Souvislost s Turingovým testem
Z Gödelových v¥t víme, ºe v kaºdé dostate£n¥ silné logické soustav¥ lze for-
mulovat tvrzení, která nemohou být v rámci soustavy dokázána ani vyvrá-
cena, pokud sama soustava není nekonzistentní. Také se vyvozují záv¥ry o
nemoºnosti formalizovat lidské my²lení nebo o nep°ekonatelnosti lidské mysli
um¥lou inteligencí. To je v dne²ní dob¥ stále rychleji se vyvíjejících technolo-
gií aktuální téma. Dobrým ukazatelem rozdílnosti lidské a po£íta£ové mysli
je tzv. Turing·v test. Jedná se o imita£ní hru, kdy na otázky v p°irozené
14To v²ak neznamená, ºe by takovýmto prohlá²ením auto°i výrok· podobného typu
mysleli, ºe lidská mysl p°ed£í po£íta£e ve v²ech ohledech. Lidskou mysl m·ºeme posuzovat
a porovnávat se stroji z mnoha hledisek. Vid¥li jsme, ºe v jedné schopnosti, totiº ve schop-
nosti rozpoznat pravdivou a zárove¬ nedokazatelnou formuli, lidská mysl stroje p°ed£í.
V mnoha jiných p°ípadech v²ak za stroji daleko zaostává (kaºdý si jist¥ takové p°ípady
dovede p°edstavit  rychlost a sloºitost výpo£tu, kontrola pravopisu / p°eklep· v textu a
mnoho dal²ích).
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°e£i odpovídá náhodn¥ £lov¥k nebo stroj a testující má rozpoznat, kdo na co
odpov¥d¥l. Je známo, ºe se v pr·b¥hu £asu stroje a r·zné softwary vytvo°ené
na stejné bázi vyvinuly natolik, ºe se stalo tém¥° nemoºným odli²it odpov¥di
stroje od odpov¥dí £lov¥ka.
Proti názoru, ºe Turing·v test je dostate£ným kritériem pro rozhodnutí,
zda stroje mohou myslet (resp. sám Turing ov²em prohlásil pouze: Mohou
hypoteticky existovat digitální po£íta£e, které by si dob°e vedly v imita£ní
h°e (Turing 1950, str. 442)), se vyslovilo mnoho losof·. Turing evidentn¥
kritiku o£ekával a ve své eseji sám stanovil dev¥t potenciálních námitek, které
se snaºil vyvrátit. Filip Tvrdý je ve své knize Tvrdý (2014), popisuje detail-
n¥ji. Za pro nás nejd·leºit¥j²í námitku povaºuji matematickou námitku. Tato
námitka °íká, ºe bez ohledu na Turing·v test nelze lidské my²lení nahradit
po£íta£ovým programem a za potvrzení této námitky povaºuje práv¥ Göde-
lovu v¥tu o neúplnosti.
Turing z v¥ty o neúplnosti p°ímo vyvozuje, ºe existují ur£ité v¥ci, které
stroj nem·ºe ud¥lat15: V pr·b¥hu imita£ní hry bude podle Turinga po£íta£
nesprávn¥ odpovídat (p°ípadn¥ nebude odpovídat) p°edev²ím na r·zné druhy
autoreferen£ních otázek, i kdyby m¥l k dispozici neomezené mnoºství £asu.
(Obecn¥ tedy m·ºeme °íci, ºe v Turingových úvahách je autoreference, stejn¥
jako u Gödelových v¥t, klí£ová.)
Existují názory, ºe skute£nost, ºe si po£íta£e nejsou schopny poradit s au-
toreferencí a ºe mysli po£íta£· nejsou úplné, protoºe v nich vºdy existuje
t°ída v¥t, které jsou pravdivé a nedokazatelné, znamená, ºe lidé vºdy dove-
dou n¥co, co p°esahuje schopnosti po£íta£·.16 Napadá m¥, ºe £lov¥k si nap°.
s paradoxem lhá°e m·ºe poradit tak, ºe v¥t¥ te¤ práv¥ lºu nep°ipí²e ani
jednu ze dvou b¥ºných pravdivostních hodnot. Je schopen nahlédnout na ob-
jektový jazyk pomocí metajazyka. Ostatn¥ p°ipome¬me si, jak se ke svému
15Turing, 1950, str. 444, citováno ze Tvrdý (2014), str. 42
16Toto tvrdí nap°íklad Lucas v Lucas (1961). Lucas·v argument spo£íval p°edev²ím
v tom, ºe opakoval, ºe na rozdíl od po£íta£·, jsou lidé schopní vystoupit z výchozího
systému axiom· a pravidel.
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vlastnímu paradoxu postavil Bernard Russell  vytvo°il teorii typ·, aby bylo
moºné ur£itý problém °e²it v teorii vy²²ího °ádu.
Tento p°esun na metaúrove¬ nám samoz°ejm¥ nezajistí vy°e²ení v²ech
problém·, protoºe s kaºdou vy²²í úrovní se vyrojí stejné problémy, se kterými
jsme se potýkali na p°edchozí úrovni. To je ostatn¥ d·leºitý d·sledek Göde-
lovy v¥ty  ºe vºdy budou existovat nerozhodnutelné problémy  nicmén¥
vy°e²ení na jedné úrovni je skute£n¥ moºné p°enesením problému do úrovn¥
vy²²í. Pokud ur£itá v¥ta není dokazatelná v soustav¥ S1, m·ºeme tuto nedo-
kazatelnost konstatovat v nad°azené soustav¥ S2 atd.
Nicmén¥ tato schopnost 'vystoupit o úrove¬ vý²e' nemusí být vlastní
pouze £lov¥ku. Vºdy´ £lov¥k sestrojuje po£íta£e a je (z°ejm¥) v jeho zájmu
sestrojit je co nejdokonaleji. M·ºe se tedy inspirovat vlastními schopnostmi a
p°edat je i po£íta£·m. Dnes uº po£íta£e obsahují hierarchii strojového kódu,
vy²²ího programovacího jazyka a vlastního programu. Podle Tvrdého (Tvrdý
(2014)) vysv¥tlovat odli²nost lidských a po£íta£ových myslí odkazem na Gö-
del·v teorém je proto iluzorní. To v²ak, podle mého názoru, platí aº v dne²ní
dob¥, kdy po£íta£e byly vyvinuty do té míry, ºe p°evzaly od £lov¥ka onu
schopnost vystoupit o úrove¬ vý²e . Krátce po objevu Gödelových v¥t tento
názor nikomu iluzorní p°ipadat nemusel.
Dal²í d·vod pro odmítnutí matematické námitky vidí Tvrdý ve skute£-
nosti, ºe lidská mysl je díky mnohaletému vývoji metodou pokusu a omylu
nesrovnateln¥ sloºit¥j²í neº po£íta£ová. Tato sloºitost a nezachytitelný vývoj
nám brání pohlíºet na mysl stejn¥ jako na po£íta£, nebo´ nem·ºeme poznat
po£íta£ový program mysli. Filip Tvrdý je²t¥ napadá dal²í verzi matema-
tické námitky, která se, aby zd·vodnila sv·j odmítavý postoj k moºnosti,
ºe stroje mohou myslet, opírá o neporovnatelnost lidské a po£íta£ové mysli
z hlediska p°ístupu k rozpor·m:
Tvrzení, ºe po£íta£ové mysli jsou konzistentními systémy,
zatímco lidské mysli jimi nejsou, je intuitivní (...) Ideali-
59
zované po£íta£e a ideální lidé jsou dokonale bezrozpornými
mysliteli, reálný sv¥t takovou dokonalostí nedisponuje. Po£í-
ta£e se sice dopou²t¥jí men²ího mnoºství chyb neº lidé, ale
podstatné je, ºe ob£as chybujeme v²ichni.17
Dovoluji si k tomuto záv¥ru p°idat je²t¥ jeden osobní post°eh. Úvahy o
podobnosti stroj· a lidí a o nemoºnosti dosáhnout dokonalosti ani u jednoho
z nich sice uº tak úpln¥ nespadají do tématu této práce, ale p°esto se poku-
sím vyjád°it se k práv¥ zmín¥né my²lence o konzistentnosti stroj· a lidí18.
Myslím si, ºe ºádný £lov¥k nebude mít problém povaºovat lidskou mysl za
nekonzistentní. Kaºdý si snadno p°edstaví situace, kdy lidé jednají nekonzis-
tentn¥ (£ímº mám na mysli, ºe jsou schopni jednat £i t°eba jen mluvit proti
pravidl·m, která si sami nastaví a dopou²t¥t se rozpor·). Za mnohem kon-
zistentn¥j²í v my²lení v¥t²ina lidí pravd¥podobn¥ povaºuje práv¥ po£íta£ové
programy. Lidé se moºná domnívají, ºe mohou snáze posoudit konzistenci
jak jiných druh· £i forem ºivota, neº jsou oni sami, tak myslících stroj·,
protoºe práv¥ v takovém p°ípad¥ mají moºnost posuzovat zvn¥j²ku, mimo
systém, jehoº jsou sami sou£ástí.
Mám ov²em pochybnosti zda lidé, jakoºto nekonzistentn¥ myslící tvo-
rové, mohou adekvátn¥ posoudit konzistentnost by´ odli²ného druhu myslí-
cího tvora / stroje. Dal²í skute£ností, která podle mého názoru brání uv¥°it,
ºe po£íta£e jsou konzistentn¥j²í neº lidé, je ta, ºe tyto po£íta£e byly vy-
my²leny a sestrojeny lidmi  tedy nekonzistentn¥ myslícími tvory. A£koli asi
kaºdý str·jce / programátor sestavuje po£íta£ podle svého nejlep²ího v¥domí
o (nejen) konzistentnosti, resp. sestavuje algoritmus pomocí p°edem jasn¥ da-
ných procedur, není technicky moºné zajistit konzistentnost po£íta£· lidmi,
nebo´ i tyto procedury jsem vymy²leny lidmi. Po£íta£e jsou do ur£ité míry
stvo°ené k obrazu lidskému a výstup z lidského zp·sobu my²lení s jeho ne-
17Tvrdý (2014), str. 46, 47
18Výraz konzistentnost pouºívám jako zkratku za vyjád°ení schopnosti jednat £i odpo-
vídat konzistentn¥, nedopou²t¥t se rozpor· a´ uº v p°irozeném £i formálním jazyce
60
konzistencemi nejspí²e není ani p°i konstrukci stroj· moºný. Samoz°ejm¥
programátor nemusí po£íta£i nutn¥ p°edávat v²echny schopnosti (a potenci-
áln¥ tedy i rozpory) své mysli, p°esto jsem obecn¥ k na²í schopni rozpoznávat
konsistenci program· a stroj· skeptická.
V dne²ní dob¥ se mnoºí obavy z budoucí nadvlády stroj·. T¥mto oba-
vám nahrávají skute£nosti, ºe se jiº n¥kolikrát stalo, ºe po£íta£ové programy
porazily jedny z nejbyst°ej²ích lidských mozk· ve strategických hrách, nap°.
v ²achu. Bylo by po²etilé brát neschopnost Turingova stroje rozpoznat prav-
divost Gödelovy sentence (na rozdíl od £lov¥ka) jako út¥chu v podob¥ d·kazu,
ºe se stroje lidem nikdy nebudou schopny vyrovnat. To uº se rad¥ji ut¥²ujme
faktem, ºe my jsme, na rozdíl od stroj· schopní se k autoreferenci postavit
zády a °íci, na tohle já odpovídat nebudu i bez toho, aby nám hrozilo
zacyklení.
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5.2.3 Kant·v £istý názor
Vý²e uvedené p°ístupy ke Gödelovým v¥tám jsou pom¥rn¥ známé a hojn¥ dis-
kutované. Jak p°ístup popírající p°esah Gödelových v¥t do losoe £i jiných
disciplín, tak fenomenologický p°ístup i p°ístupy v rámci analytické losoe
mysli vyvinuv²í se aº v záv¥ry o nep°ekonatelnosti lidské mysli po£íta£i mají
jist¥ svá úskalí. Jedním z nich je podle m¥ fakt, ºe diskuze, které se o nich
vedou, v¥t²inou probíhají v duchu na°£ení jednoho p°ístupu z extrém· a na-
vrhování jiného p°ístupu jako jediné alternativy. Proto si myslím, ºe by bylo
vhodné navrhnout je²t¥ dal²í, mén¥ známý p°ístup, ve kterém se obrátíme
hloub¥ji do d¥jin losoe a zamyslíme se nad tím, jak by asi ke Gödelovým
v¥tám p°istupoval Kant.
Immanuel Kant matematiku chápal jako výjime£nou v¥du, jeº by mohla
být i nad¥jnou inspirací pro metafyziku. Byl fascinován tím, jak matematika
dochází ke svým výsledk·m a její soudy pro n¥j byly syntetické a priori,
nebo´ se jedná o úsudky, které nezávisí na zku²enosti, ale zárove¬ roz²i°ují
poznání, resp. jdou za pojmy. Jiº jsme se podrobn¥ji v¥novali Kantovu
chápání prostoru a geometrie, nyní je pro nás d·leºit¥j²í, ºe také £as chápe
Kant jako formu na²eho názoru (která neexistuje nezávisle na nás, ale zárove¬
je její podoba nutná a ne vytvo°ená podle ur£itých arbitrárních konvencí)
a aritmetiku jako disciplínu, která ji zkoumá, stejn¥ jako geometrie zkoumá
druhou formu názoru, tj. prostor. I aritmetické poznatky jsou tedy syntetické
a priori  nap°. p°i zji²t¥ní výsledku sou£tu 5 + 7 se ubíráme cestou za pojem
p¥tky a sedmi£ky a poznatek, ºe výsledek £iní 12 roz²i°uje na²e poznání nad
rámec toho, co je v pojmech obsaºeno.
V úvodu této práce jsme vid¥li, ºe vlivem objevu neeukleidovských geo-
metrií se toto za°azení projevilo pro geometrii jako problematické, protoºe
Kant·v model funguje pro jedinou správnou geometrii (za kterou on samo-
z°ejm¥ pokládal eukleidovskou  jako jedinou v té dob¥ existující), ale ukázalo
se, ºe ná² prostor mohou stejn¥ dob°e vystihovat i neeukleidovské geometrie.
62
Objev neeukleidovských geometrií sice napadl Kant·v pohled na mate-
matiku, av²ak zase napomohl rozvoji program· jako Freg·v logicismus a
Hilbert·v formalismus. Frege sice moc neuznával neeukleidovské geometrie a
pravd¥podobn¥ by stejn¥ jako Kant za°adil geometrii do kategorie disciplín
syntetických a priori, av²ak nevid¥l tak celou matematiku. Domníval se, ºe
má smysl zkoumat, zda aritmetika nem·ºe být analytická.
Poté, co se ukázalo, ºe více geometrií m·ºe vyjád°it ná² prostor a ºe si
v podstat¥ jednu z geometrií, ve které chceme popisovat prostor, zvolíme, se
v²ak m·ºe zdát, ºe i geometrie by mohla být spí²e v¥da analytická. Hilbert
se v podstat¥ pokusil prokázat analyti£nost celé matematiky.
Jak víme, Gödelovy v¥ty znamenaly neúsp¥ch Hilbertova programu a my
se nyní m·ºeme ptát, zda není na£ase vrátit se zp¥t ke Kantovu pojetí a
dát mu (na rozdíl od Hilberta) za pravdu v tom, ºe matematika p°ece jenom
(v n¥jakém smyslu) je syntetická a priori. Tak, jak objev neeukleidovských
geometrií zpochybnil Kantovo nahlíºení na matematiku jako na disciplínu
syntetickou a priori, tak m·ºeme °íci, ºe Gödelovy v¥ty mohly zpochybnit
Fregovo nahlíºení na aritmetiku (a Hilbertovo nahlíºení na matematiku) jako
na analytickou disciplínu.
Zajímavostí pro nás m·ºe být, ºe se (jak jiº bylo nazna£eno vý²e) Gödel,
krom¥ toho, ºe sm¥°oval k fenomenologii, nechal ve svých losockých p°ístu-
pech k v¥tám o neúplnosti inspirovat Kantem a jeho p°ístupem k matematice.
Jednak je dobré si v²imnout pojmu intuition, který má v angli£tin¥ dva vý-
znamy  intuice  jak ji chápeme v p°irozené °e£i a názor , tedy po kantov-
sku. Gödel pravd¥podobn¥ výraz intuition chápal ve smyslu intelektuální
intuice , pomocí které pozorujeme a chápeme sv¥t (podobn¥ t°eba v p°ípad¥
platonismu bychom °ekli, ºe nahlíºíme ideje ur£itou intelektuální intuicí 
nenahlíºíme je smysly, ale p°ímo rozumem).
Parsons19 poznamenává, ºe Gödel pojem intuition  názor nechápal
tak, jak ho chápali b¥ºn¥ nap°. intuicionisté v kantovském slova smyslu jako
19Parsons (1995), str. 45
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£istý názor £asu, p°ípadn¥ prostoru, ale v obecn¥j²ím smyslu a v kontextu
vy²²í, abstraktn¥j²í matematiky.
Nicmén¥ i tak Parsons spat°uje ur£itou spojitost mezi Gödelem a Kantem.
P°estoºe Gödel Kantovi vytýká, ºe je p°íli² subjektivistický, v jeho chápání
£asu jako £isté formy názoru vidí i moºnou inspiraci:
Gödel reporaches Kant for being too subjectivist. However,
he interprets Kant's conception of time as a form of intuition
as meaning that 'temporal properties are certain relations of
the things to the perceiving subject' and he nds that there is
at least a strong tendency of Kant to think that, interpreted
in that way, temporal properties are perfectly objective.
Gödel v²ak do²el k p°esv¥d£ení, ºe moderní fyzika umoºnuje realisti£t¥j²í
p°ístup, neº je ten, který zastával Kant.
In his discussion of Kant, he clearly thinks that modern
physics allows a more realistic attitude than Kant held.
Zamyslíme se, zda by nebylo vhodné dívat se na Gödelovy v¥ty perspek-
tivou Kantovy losoe a zda by takový p°ístup ke Gödelovým v¥tám nebyl
p°íhodn¥j²í neº nap°. vý²e uvedený p°ístup analytické losoe mysli. V t¥chto
p°ístupech jsme byli sv¥dky diskuzí, zda je lidská mysl schopn¥j²í neº po£í-
ta£ová. Osobn¥ se domnívám, ºe není pot°eba aby Gödelovy v¥ty vyvolaly
n¥co jako sout¥º mezi lidskou a po£íta£ovou myslí. D·sledky Gödelových
v¥t nám spí²e mohou být dobrým poukázáním na jednu z patrn¥ unikátních
schopností lidské mysli  totiº schopnost vypo°ádat se s autoreferencí, schop-
nost rozpoznat jako pravdivou formuli, o které to po£íta£ový systém neumí
dokázat a dal²í schopnosti, které s tím souvisí. Tuto schopnost je jist¥ moºné
losocky uchopit mnoha r·znými zp·soby; já bych se te¤ ráda v¥novala
tomu, jak by na ni nejspí²e pohlíºel Kant. Nemíním se pou²t¥t do ºádného
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obsáhlého výkladu Kantovy losoe. P°ipome¬me si v²ak jeden aspekt jeho
losoe, který práv¥ m·ºeme vyuºít pro nahlíºení Gödelových v¥t. Jedná se
o jiº n¥kolikrát zmi¬ovaný £istý názor.
V Kantov¥ dob¥ se vedly debaty o tom, zda sv¥t poznáváme primárn¥
rozumem nebo smysly, s £ímº souvisí i otázka, zda m·ºeme mít n¥jakou
v¥domost je²t¥ p°ed smyslovou zku²eností se sv¥tem nebo jsme tzv. tabula
rasa, carta bianca  nepopsaný list papíru, který nabývá znalosti aº stykem
se sv¥tem prost°ednictvím na²ich smysl· (jak se domníval nap°íklad známý
p°edstavitel britského empirismu John Locke). Zastánci obou zp·sob· po-
znání (racionalisti i empiristi) byli natolik ukotveni ve svých názorech, ºe se
mohlo skoro zdát, ºe se losoe ocitla ve slepé uli£ce.
Kant empiristický a racionalistický p°ístup ur£itým zp·sobem zkombino-
val. Ukázal, ºe poznání v pravém slova smyslu sice za£íná aº zku²eností, ale
tato zku²enost musí zapadat do n¥kterých apriorních forem, které jsou na
ní nezávislé. Konkrétn¥ musí být ve²kerá zku²enost, pokud jde o na²i schop-
nost v·bec p°ijímat vjemy, lokalizována v £ase a prostoru. Na druhou stranu,
pokud jde o utvá°ení skute£ných (podle Kanta propozi£ních) zku²enostních
poznatk·, musí na ni být aplikovatelné jisté nejobecn¥j²í pojmy (kategorie).
Z hlediska losoe matematiky pro nás budou d·leºit¥j²í první zmín¥né pod-
mínky zku²enosti, tj. prostor a £as.
M·ºeme dát tento zjednodu²ující p°íklad: neº ráno vyjdeme ven, nevíme,
jaké události zaºijeme, ale nepochybn¥ je budeme vnímat v £ase a v prostoru.
as a prostor jsou formy názoru, jsme nastaveni tak, ºe vnímáme v¥ci
kolem nás jako jsoucí v £ase a prostoru. Tuto formu názoru nezískáváme
v pr·b¥hu ºivota, maximáln¥ nás na ni na²e smyslové vjemy a zku²enosti
neustále upozor¬ují a zp°ítom¬ují nám ji. M·ºeme ji ov²em zkoumat nezávisle
na empirii díky schopnosti tzv. £istého názoru.
A práv¥ ten m·ºeme pouºít v postoji ke Gödelovým v¥tám. Kdyº srov-
náme dosud popsané p°ístupy, nahlédneme, ºe jsou do zna£né míry neur£ité.
Podle Dummetta z Gödelových v¥t vyplývá, ºe vºdy budeme schopni na
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základ¥ svého intuitivního pojetí ur£itého pojmu rozhodnout o pravdivosti
ur£itých tvrzení, i kdyº tuto pravdivost není moºné odvodit ze samotného
popisu uºití t¥chto tvrzení. Turing z v¥t o neúplnosti vyvozuje, ºe lidská mysl
vºdy dokáºe n¥co, co stroj ne. A abychom pochopili to n¥co , m·ºeme se
podle m¥ obrátit ke Kantovi a najít odpov¥¤ v jeho epistemologii po£ítající
s £istým názorem.
P°estoºe Kant nemohl být sv¥dkem p°elomu v matematice zp·sobeného
Gödelovými v¥tami (i kdyº se m·ºeme domnívat, ºe by ho takový objev ne-
p°ekvapil  sám nejspí²e tu²il, ºe matematika je nevy£erpatelná), m·ºeme
jeho pohled na ni chápat jako pohled, který poskytuje p°esn¥j²í odpov¥¤ na
otázku po povaze matematického poznání (a její specicky lidské, nemecha-
nické sloºky) neº ty, které nám p°edkládá mnoho modern¥j²ích autor·, kte°í
jiº Gödelovy výsledky poznat mohli.
Ve losoi i jiných v¥dách se jist¥ nez°ídka stává, ºe pro to, abychom
mohli pokro£it dop°edu, musíme ud¥lat krok zp¥t, podívat se do minulosti,
zda v ní nenajdeme moºné odpov¥di na na²e sou£asné otázky. Domnívám se,
ºe Kant·v pohled na matematiku m·ºe být takovým p°ípadem a m·ºe nám
být inspirací jak se dívat na Gödelovy v¥ty. Moºná je to trochu anachronické
a zjednodu²ující, nicmén¥ se mi zdá, ºe m·ºeme vid¥t dobrou paralelu mezi
ran¥ novov¥kým empirismem, jak ho znal Kant, a empirizujícími p°ístupy
ke geometrii a k matematice nap°. jiº zmín¥ných Helmholtze a Putnama
na jedné stran¥ a na druhé stran¥ mezi racionalismem nap°. Leibnizovým a
Hilbertovým formalismem nebo je²t¥ spí²e Gödelovým atypickým chápáním
pojmu analytický a jeho vírou v cosi jako schopnost intelektuálního ná-
zoru. Odtud pramení mé p°esv¥d£ení, ºe jistý návrat ke Kantovi m·ºe být
prosp¥²ný pro losocké zhodnocení povahy matematiky i ve sv¥tle novodo-
bých objev· jako je pluralita geometrií (na první pohled Kantovo stanovisko
vyvracující) nebo Gödelovy v¥ty o neúplnosti.
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5.3 Shrnutí
Intuitivní p°edstavu platného matematického d·kazu nelze ztotoºnit s po-
jmem d·kazu uvnit° formálního systému  s pomocí Gödelovy v¥ty (a z ní
plynoucí vnit°ní neur£itelnosti a necharakterizovatelnosti p°irozených £ísel)
jsme nazna£ili, ºe ºádný formální systém nebude moci pouºít v²echny prin-
cipy d·kazu, které by lidé cht¥li p°ijmout intuitivn¥. Moºná cítíme, ºe tato
poslední poznámka nahrává obdivovatel·m lidské mysli a prot¥ºovatel·m lid-
ské intuice p°ed formálními systémy a po£íta£i. Já sama se kloním k tomu,
ºe bychom tyto dovednosti, jimiº lidé na po£íta£i a formálními systémy vyni-
kají, mohli lépe pochopit ur£itým návratem ke Kantovi a rozpracováním jeho
pojetí £istého názoru, ale p°esto jsem se v rozhodování, zda, stejn¥ jako Nagel
a Newman, skute£n¥ vzdát hold síle tv·r£ího rozumu p°íli² neposunula. I
tak si v²ak dovolím vyslovit ur£itý záv¥r. Gödelovy v¥ty jsou v matematice
nepochybn¥ pravdivé, ale není jisté, zda dávají smysl a jsou dokonce pravdivé
p°i aplikaci mimomatematické. To ale ostatn¥ platí pro v²echny v¥ty mate-
matiky, coº hezky vyjád°il Albert Einstein (citováno z Peregrin (2000)):
So far as the laws of mathematics refer to reality, they are




Cílem této práce bylo p°edstavit Gödelovy v¥ty o neúplnosti se zam¥°ením na
jejich losocký význam a moºné intepretace. Teorémy o neúplnosti aritme-
tiky vyvolaly jiº v dob¥ jejich vyslovení velký ohlas a dodnes jsou povaºovány
za jeden z nejd·leºit¥j²ích mezník· d¥jin moderní logiky. Do té doby se v¥°ilo
a vznikaly tendence dokázat, ºe pro kaºdé odv¥tví matematického my²lení lze
najít mnoºinu axiom· a ke kaºdé pravdivé formuli odpovídající d·kaz z p°í-
slu²né teorie. Gödel v²ak pomocí autoreferen£ní formule dokázal p°evratné
tvrzení, ºe ke kaºdé rekurzivní mnoºin¥ aritmetických formulí, ze které nelze
odvodit spor (tzv. formáln¥ bezesporná mnoºina formulí), která spl¬uje n¥-
kterou z dal²ích, relativn¥ slabých podmínek aritmetické správnosti, jako je
Σ-korektnost nebo ω-bezespornost a z níº jsou formáln¥ dokazatelné v²echny
axiomy Peanovy aritmetiky, existuje pravdivá aritmetická formule, která není
z této mnoºiny axiom· formáln¥ dokazatelná ani vyvratitelná (první Göde-
lova v¥ta o neúplnosti), v d·sledku £ehoº taková teorie neumí dokázat svou
vlastní bezespornost (druhá Gödelova v¥ta o neúplnosti).
Gödelovy v¥ty také do ur£ité míry zm¥nily pohled na matematiku a
její vztah s losoí. Z tohoto d·vodu jsem svou práci za£ala matematicko-
historickým kontextem, který m·ºe £tená°i p°edstavit intelektuální atmosféru
doby, kdy do²lo k vyslovení Gödelových v¥t, motivaci k formalizaci matema-
tiky a také prom¥ny nazírání na matematiku a p°íbuzné disciplíny vlivem
objevu neeukleidovských geometrií.
Matematickými aspekty Gödelových v¥t a jejich formálními d·kazy jsem
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se v¥novala spí²e jen zb¥ºn¥, nebo´ toto téma bylo mnoha autory probráno
velmi d·kladn¥ a tato práce se zam¥°uje p°edev²ím na losocké dopady a
moºné p°ístupy k teorém·m. V této práci byly p°edstaveny podle mého ná-
zoru nejznám¥j²í stanoviska  p°ístup popírající jakýkoli losocký dopad
Gödelových v¥t (který nepovaºuji za obhajitelný a také vysv¥tluji pro£) a
p°ístupy, které interpretují Gödelovy v¥ty prost°edky a optikou r·zných lo-
sockých sm¥r· a disciplín  fenomenologie a analytické losoe mysli. Tento
p°ístup je velmi roz²í°ený mimo jiné i pro své £etné souvislosti s úvahami o
um¥lé inteligenci.
Za vlastní p°ínos v této práci povaºuji návrh p°ístupu ke Gödelovým
v¥tám, který není (pokud vím) p°íli² roz²í°en a který dává do souvislosti
Kantovo nahlíºení na matematiku, p°evrat zp·sobený neeuklidovskými ge-
ometriemi a p°evrat v logice vyvolaný v¥tami o neúplnosti. P°estoºe vidím
v Kantov¥ názoru na losoi a matematiku potenciál, jak nahlíºet na Göde-
lovy v¥ty, v této práci nezacházím do velkých detail·, nebo´ mi to neumoº¬ují
mé skromné losocké znalosti. Je ov²em z°ejmé, ºe se matematika a logika od
Kantových dob radikáln¥ prom¥nily a tudíº by bylo nutné jeho losoi mate-
matiky n¥jak p°izp·sobit jejich aktuální podob¥. Zárove¬ se také v mnohém
zm¥nilo nap°. na²e chápání £asu, takºe je otev°ené, na kolik lze vztáhnout
aritmetiku k £asu, resp. obecn¥ matematiku k formám na²eho názoru tak,
jak to £inil Kant. Kaºdopádn¥ si myslím, ºe by si návrh vyjít p°i interpretaci
Gödelových v¥t z Kanta zaslouºil dal²í zváºení a detailn¥j²í zpracování.
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